
  
  
  
  
  
  



 

  

ଘ ࡑشম یਠീ঒ مฬ  
  مقدمه  

  م دوره دوم متوسطه رشته رياضي فيزيك تأليف شده است.اُ كتاب حاضر در راستاي كتاب هندسه سال يازده
هـاي   باشد يكي از مباحث رياضي است كه در طول تاريخ با تحـول  كه بيش از دو هزار سال مي ،هندسه به دليل سابقه تاريخي آن

بـرداران و   يل و محو شدن مرزهاي كشاورزي باعـث شـده بـود تـا مصـريان نقشـه      ن بوده است. طغيان ساليانه رودرو  زيادي روبه
  هاي كشاورزي از شواهد اين امر است.   هاي چند طبقه، و تقسيم زمين شوند، ساختن اهرام مصر و ساختمان مهندسان ماهري 

انـد (برخـي درسـت و برخـي نادرسـت) در يونـان بـراي         رياضي داشته اي از مفاهيم در حالي كه مصريان و بابليان دانش گسترده
  گذاري شد.  ها و مفاهيم هندسه براساس استدلال و نه بر اساس مقايسه و شهود پايه نخستين بار فرمول

ن آوري كنـد. دورا  اقليدس در كتاب معروف خود به نام كتاب اصول اقليدس موفق شد كه متون قبل از خود را تا حـدودي جمـع  
تـرين   هـاي يونـان و شـايد موفـق     دان نامند. اقليدس يكي از مشهورترين رياضـي  فيثاغورث و اقليدس را دوران طلايي هندسه مي
سـال هـر    2000و نظريـه اعـداد اسـت. بـراي بـيش از      ي او در بـاب هندسـه   دنويسنده علمي است، كه كتاب اصول سيزده جل ـ

ها به بررسي هندسه اقليدسي  دان اد گرفته است. در هر دوره از تاريخ كه رياضيآموخته رياضي هندسه را از كتاب اقليدس ي دانش
ها قرار گرفته است، اما اصل پنجم تا قرن نوزدهم همـواره   به سادگي مورد پذيرش آنهمواره چهار اصل اول اقليدس  ،اند   پرداخته

هاي نا اقليدسي گرديـد. صـورت    منجربه كشف هندسهها بود كه  همين شك و ترديد .ها بوده است دان مورد شك و ترديد رياضي
  توان به موازات خط مفروضي رسم كرد.  معادل اصل پنجم اين است كه از هر نقطه غير واقع بر يك خط، يك و فقط يك خط مي

هندسـه   ها باعث شـد تـا   در واقع انقلابي در هندسه رخ داد، اين كشف ،هاي نااقليدسي كشف گرديد هندسه كهسال قبل  200 در
دان بـزرگ   سازي و اصلاحات هيلبرت رياضـي  طور دقيق مورد بررسي و اصلاح واقع شود. يكي از پيشگامان اين دقيق اقليدسي به

  ). 1862ـ  1943است (
ها روش متريك در هندسه است.  ترين آن ترين و مرسوم شود كه مهم هاي مختلف در ارايه هندسه در مدارس بيان مي امروزه روش

توانيد به كتاب مبـاني   هاي هندسه مي ستفاده از مفهوم اعداد حقيقي، در هندسه است. براي بحث در اين مورد و ارايه روشيعني ا
  متوسطه مراجعه كنيد.  هو مفاهيم هندس

هاي آمـوزش رياضـي، پـرورش     ترين هدف رسيم. امروزه يكي از مهم از اين مقدمه تاريخي كه بگذريم به اهداف كتاب حاضر مي
توانـد   ترين مفاهيم رياضي است كه از هر مفهوم ديگر رياضـي، مـي   كر، خلاقيت و استدلال است و در اين راستا هندسه از مهمتف

  اين نقش را ايفا كند. 
هـايي هسـتند كـه     هـاي جديـد از موضـوع    ها و طرح مسأله دار و تعميم آن هاي هدف حل مسأله ،استدلال كردن ،فرآيندهايي مانند

  خلاقيت چه در رياضي و چه در زندگي روزمره داشته باشند. و ايجاد ش مهمي را در پرورش تفكر توانند نق مي
هـا و از   ترين شغل ترين وسايل مورد استفاده بشر و ساده از ساده ،تواند در زندگي روزمره هندسه مي ،علاوه بر همه موردهاي فوق

  كاربرد داشته باشد.  ها ها و معماري ترين طراحي تا پيشرفته ،هاي ساده طراحي
چنين كاري وجود نـدارد،  كه در كتاب درسي فرصت  ،تر مطالب تر در بررسي دقيق با تغيير كتاب درسي هندسه و با هدف تعميم بيش

كـه براسـاس فعاليـت     يهاي جديـد آموزش ـ  در ارايه مطالب و مفاهيم كتاب سعي شده است كه روشكتاب حاضر تأليف شده است. 
  مورد توجه قرار گيرد.باشد  حل مسأله مي محور بودن و روش

برانگيز كتاب درسي از  چنين بررسي مفاهيم چالش هاي كاربردي و هم ها و مثال ها و مسأله هاي دقيق، اثبات تمام قضيه بيان تعريف
وع تمـرين در  هاي حل شده در انتهاي هر فصل و مباحث آن سه ن در همين راستا علاوه بر مثالهاي اصلي اين كتاب است.  هدف

  كتاب آورده شده است.  
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هـا و مفـاهيم درسـي     و به شما در تثبيت قضـيه شوند  ها شروع مي ترين تمرين هاي معمولي هستند كه از ساده ها، تمرين اولين نوع اين تمرين
  كنند.  كمك مي

  نباشد.ها از سطح متوسط فراتر  سعي شده است اين تمرين
ها محاسبه به كـار رفتـه    تر در آن و كمباشند  ميهاي كوتاه  كه اغلب با پاسخ ،مفهومي هستند هاي هايي با عنوان پرسش دوم، تمرين

مطالـب كمـك    دورةد در يادگيري مفـاهيم و  نتوان د كه مينباش هاي كتاب مي ترين بخش تمرين ها، مهم است. اين بخش از تمرين
  ند. نآموزان بك زيادي به دانش

تـر مـورد    اي فصل است، كه از سطح نسبتاً دشوارتري برخوردار هستند و بيش هاي تكميلي و دوره ها، شامل تمرين سومين بخش تمرين
  رو خواهيد شد. درسي هستند روبه هايي كه بالاتر از سطح معمول كتاب ها با مسأله د. در اين نوع تمريننباش مندان مي توجه علاقه

  ؛باشد كتاب در كل داراي سه فصل مياين 
كامل و دقيق  طور ها به هاي هندسه است. در اين فصل تمام قضيه ترين بخش از مهمكه  ،باشد هاي آن مي و ويژگي دايره ،فصل اول
را بررسـي   هـا  طـور كامـل آن   تري داده شده باشد در اين جـا بـه   هاي كتاب درسي توضيح كم اند و اگر در بعضي قضيه اثبات شده

  باشند. هاي مهم اين فصل مي هاي منتظم نيز از بحث نين چندضلعيچ هاي محاطي و محيطي و هم كنيم. چهار ضلعي مي
شود كـه   اند، حدس زده مي هاي قبل نيز تا حدودي بررسي شده چون مطالب آن در سال ،هاي مهم اين فصل آن است كه از ويژگي
  باشد.   برانگيز  تر چالش كم ،مواردي اندكدر آموزان به جز  ها براي دانش درك آن

ترين مفاهيم هندسه كه تبديلات هندسـي   در ارايه روش مفاهيم، جديد است زيرا در اين فصل يكي از مهمحدودي فصل دوم، تا 
  شود.  باشند مطرح شده است. امروزه تبديلات هندسي در اكثر مدارس دنيا به خوبي تدريس مي مي

تـرين   ست و نه تحليلـي. بـه همـين دليـل يكـي از اساسـي      صرفاً هندسي ا يايم، يك روش فصل انتخاب كرده روشي را كه در اين
تر آشنا بودن با اين مفـاهيم شـايد    دهند. به دليل كم بخش اصلي اين فصل را تشكيل مي ،باشند تبديلات كه طولپاها مي هاي مفهوم
تـر در ايـن فصـل     ر و دقيقدر ارايه روش بهت ،اما بايد سعي كنيم تا حد امكان ،رو شود هاي جديد كمي با مقاومت روبه روش بيان

د، نده شده در كتاب درسي را پوشش مي بيانمفاهيم و مطالب  ،كه به خوبي بكوشيم. در هر صورت مطالب اين فصل علاوه بر آن
آموزان خواهد كرد. از همكاران گرامي تقاضا دارم اين فصل را با دقت  ها كمك زيادي به مدرسان و دانش در گسترش و تعميم آن

  تر بررسي و مورد توجه قرار دهند.  شهر چه بي
. در اين فصل سه قضـيه مهـم، يعنـي قضـيه     استتر محاسباتي  بيش بخش اين .طولي در مثلث است يها شامل رابطه ،فصل سوم
باشند. به همين دليل علاوه بـر   و حتي رياضي مي ههاي هندس ترين بخش از كاربردي ،ها و قضيه هرون ها، قضيه كسينوس سينوس
  شوند.   ديفرانسيل و انتگرال و حتي هندسه تحليلي نيز مطرح مي ،هاي جبر و حساب در كتاب ،هاي هندسه كتاب

رو  روبـه مهـم ديگـري   هـاي   هاي زيادي از سه قضيه فوق و قضـيه دكاربرچنين  همهاي محاسباتي مختلف و  در اين فصل با مسأله
  خواهيد شد.

كننـد   هـاي ايـن جانـب را پيگيـري مـي      صله و دقت مطالب اين كتاب و ساير كتابدانم از همه همكاران گرامي كه با حو لازم مي
اي كـه متأسـفانه در كشـور مـا      تشكر كنم. اين پيگيري و همراهي همكاران عزيز مايه دلگرمي ما در تأليف است. آن هم در زمانه

  آموزش درست مفاهيم تقريباً رنگ باخته است.  
كنم و از  باشند، تشكر مي هاي علمي و مفيد مي همواره پشتيبان كتابي مدير انتشارات مبتكران از جناب آقاي يحيي دهقاندر پايان 

  شود.   اند تشكر مي سازي كتاب براي چاپ انجام داده جناب آقاي مبين كه همكاري كامل را براي آماده
احمدي كه زحمـت كشـيده و    انم مينا غلاماز سركار خانم فيروزه مرادي كه با زحمات فراوان حروفچيني كتاب را انجام داده و خ

  كنم طراح جلد تشكر مي فرد سمانه ايمان اند و سركار خانم اب را رسم كردهنمودارهاي كت
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 Circle   دايره

  
هاي هندسي است كه بشر از ابتدا با آن آشنا بوده است. زيرا همواره قرص كامل ماه را در آسمان مشـاهده   ترين شكل دايره يكي از مهم

  ت. ها اختراع چرخ اس ترين آن اي شكل هستند سروكار داريم كاربردي كرده است. در زندگي روزمره با اشياء فراواني كه دايره
تـري را در   يادآوري كرده و سپس مفاهيم بـيش را ها  ايد. ابتدا اين ويژگي هايي از آن آشنا شده هاي قبل با تعريف دايره و ويژگي در سال

  كنيم.  دايره بررسي مي

  نقطه .تعريفO در صفحهP و عدد حقيقي مثبتR هـاي   انـد. مجموعـه تمـام نقطـه     مفروض
  شود.  ناميده مي Rو شعاع Oاي به مركز باشند دايره Rبه فاصله Oكه از Pصفحه

  رود؛ ر دايره به دو معني به كار ميشعاع د
  

   است. Rعدد حقيقي مثبت 
   اي از دايره است. نقطه سر ديگر آنسر آن روي مركز دايره و  يكپاره خطي كه  

  
  

يـك شـعاع دايـره و     OMخط اسـت.  منظور يك پاره شود يك شعاع دايره است و هرگاه گفته مي Rگوييم شعاع دايره منظور وقتي مي
R OM .شعاع دايره است  

 ،تر از شـعاع دايـره باشـد    ها تا مركز دايره كوچك كه فاصله آن ،تمام نقاطي از صفحه دايره
دايره تر از شعاع  بزرگ ،اش تا مركز دايره شوند و هر نقطه كه فاصله درون دايره ناميده مي

  باشد، برون دايره است.

  نامند.  روي يك دايره را ديسك نيز مي مجموعه نقاط درون و

  نامند. خط را كه دو سر آن دو نقطه متمايز دايره باشد يك وتر دايره مي هر پاره

  شود.  هر وتر شامل مركز دايره، قطر ناميده مي
نقطـه متمـايز    دو Bو Aدارد، اگـر بنابراين هر خط قاطع دقيقاً دو نقطه مشترك با دايره شود،  خط شامل هر وتر يك قاطع ناميده مي

  يك قاطع دايره است.  ABو خطيك وتر  ،ABخط دايره باشند پاره
  
  
  
  
  

  

 ABدر طرفـي از خـط   Bو Aرا كه تمام نقـاط آن بـه جـز    ABقطر نباشد، كمان ABاگر وتر
  ناميم. مي ABباشد، كمان نظير يا مقابل وتر باشند كه شامل مركز دايره نمي

  نامند.  نهشت مي هاي مساوي داشته باشند، هم دو دايره را كه شعاع
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     9  دايره  فصل اول   

خـط روي   نـيم  يابتـدا  Oحه دايره چنان باشد كـه در صف OXخط دهند، اگر نيم نشان مي C(O,R)را به Rو شعاع Oدايره به مركز
OXباشد، روي C(O,R)مركز دايره


OAوجـود دارد كـه   A) يك و فقط يك نقطه ماننـد OXخط (نيم  R   يـابي) در   (قضـيه نقطـه

  روي دايره است. بنابراين، Aنتيجه

كه ابتداي آن روي مركز دايره باشد دايره را در يك و فقـط  واقع در صفحه دايره خط  هر نيم
  برد.  كند يا مي يك نقطه قطع مي

 Tangent and Secant  مماس و قاطع 

  
 
  
  
 

  خط خط و پاره خط، نيمفاصله نقطه از 
  ايد؛ قبلاً با ويژگي زير در هر مثلث آشنا شده

تـر اسـت.    اندازه ضلع مقابل آن نيز از اندازه ضلع مقابـل بـه زاويـه ديگـر بـزرگ      ،تر باشد در هر مثلث اگر يك زاويه از زاويه ديگر بزرگ
  تر است چرا؟ بنابراين؛ ويه قائمه بزرگالزاويه اندازه وتر از اندازه هر ضلع نظير زا بنابراين در هر مثلث قائم

  پاي عمود است)؛ Hرا بر آن رسم كنيم ( OHعمود mغير واقع بر خط Oاي مانند اگر از نقطه
Mواقع است و mخط روي Mكه OMخط از طول هر پاره ،OHطول اين عمود يعني H  تـر اسـت. طبـق تعريـف      كوچـكOH  را

  است.  Oاز نقطه mترين فاصله نقاط خط ناميم، كه كوتاه مي mاز خط Oفاصله نقطه
  شود؟ خط چگونه تعريف مي خط يا نيم ترين فاصله يك نقطه از پاره كوتاه ،رو باشيم خط روبه خط يا پاره اما اگر با نيم

  
  
  
  
  
  

 ،كنيم خط بر آن عمود مي نقطه ابتداي نيم Aرا در mخط ،گيريم را در نظر مي AXخط و نيم ABخط ها دقت كنيد، پاره شكل اگر به
 M) اگـر 1كنيم كه در شكل ( كنيم، مشاهده مي را بر آن عمود مي nو mدو خط  ،خط دو انتهاي پاره ،Bو Aهاي چنين در نقطه هم

 Mتـرين فاصـله   باشـد كوتـاه   mاست يا روي خـط  Xباشد كه شامل mه در طرفي از خطباشد ك AXخط اي در صفحه نيم هر نقطه
AXاز


  .است MHهمان طول عمود 
  باشد، نمي Xباشد كه شامل mدر طرفي از خط Mاما اگر
برقـرار   ABخـط  خط است. به همين ترتيـب در مـورد پـاره    ابتداي نيم Aاست كه MAبرابر AXخط از نقاط نيم Mترين فاصله كوتاه

است، امـا   ABخط از پاره Mاصلهترين ف كه همان كوتاه ،است MHهمان طول عمود nو mاست. فاصله هر نقطه بين و روي دو خط
 MBيـا  MAبرابـر  ،ABخـط  ز نقاط پـاره نباشد، ا nو mهاي كه بين يا روي خط ABدر صفحه شامل Mترين فاصله هر نقطه كوتاه

از  Mتـرين فاصـله   پس كوتـاه  ،باشد نمي ABاست كه شامل mدر طرفي از Mچون ،اند. مطابق شكل خط دو سر پاره Bو Aاست كه
  است.  MAبرابر ABخط نقاط پاره

خط، از همان فاصله نقطه از خط يعني رسم عمـود   خط يا نيم ترين فاصله يك نقطه از خط شامل پاره اما اگر در مسايلي ذكر شود كوتاه
شـود، و پـاي    كنيم. مثلاً در تعريف ارتفاع مثلث بايد ذكر كنيم، عمودي كه از رأس مثلث بر خط شامل ضلع مثلث رسم مي استفاده مي

  گيريم.  عمود را روي اين خط در نظر مي
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  خط قاطع و مماس
 OHدر يك صفحه مفروض باشـند، و  C(O,R)و دايره mاگر خط ،سادگي به اين پرسش پاسخ دهيد كه توانيد به به طور شهودي مي

OHباشد، در صورتي كه dفاصله مركز دايره تا خط R  اند و اگر و خط در دو نقطه مشتركدايرهOH R     خط و دايـره يـك نقطـه
OHمشترك دارند و اگر R .خط و دايره هيچ نقطه مشترك ندارند ،  

  طور دقيق به اين پرسش پاسخ دهيم.  توانيم به كنيم مي اي كه بيان مي اما با استفاده از قضيه

  ك دايره در صفحه حداكثر دو نقطه مشترك دارند.يك خط و ي

مشترك باشـند   Cو A،Bدر سه نقطه ،C(O,R)و دايره mفرض كنيم خط
OA،باشـــدCو Aبـــين Bو OB OC R  ،    در نتيجـــه هـــر ســـه

باشــــند، در  الســــاقين مــــي  متســــاوي OACو OAB،OBCمثلــــث
Aنتيجــه، B1 1  ،B C2 1  ، چنــين  هــمA C1 1   پــس نتيجــه .

ــي ــه  م ــريم ك A،گي B1 2  ،   ــدارد ــان ن ــن امك ــا اي ــرا ،ام ــه  B2زي زاوي
  ترك دارند. است. بنابراين يك خط و دايره حداكثر دو نقطه مش OABخارجي

  بندي كنيم و براي هر كدام نامي را انتخاب كنيم.  دهد كه بتوانيم وضعيت يك خط و دايره را به صورت زير دسته قضيه فوق اين امكان را مي
,C(Oفرض كنيم دايره R) و خطm در يك صفحه مفروض باشند وOH فاصله مركز دايره تا خطm  .باشد  

OHاگر  R،  .گوييم خط و دايره هيچ نقطه مشترك ندارد  
  

      OH R , C m     
  
  

OHاگر  R، گاه گوييم خط و دايره فقـط يـك نقطـه مشـترك      آن
  ناميم.  ند. در اين صورت خط را بر دايره مماس ميدار
  

      OH R ,C m {H}    
  

OHاگر  R       در اين حالت خـط و دايـره دقيقـا دو نقطـه مشـترك
   اي مراجعه كنيد.) هاي دوره توانيد به تمرين دارند. (براي اثبات مي

  نامند.  ره ميخط قاطع بر داي را، در اين حالت خط
      OH R ,C m {A,B}   

  .كنيم هايي را در اين مورد بيان مي اكنون بعد از تعريف خط مماس قضيه

H C

A

B H C

A

B

211 1

A B C

O

R
R

R

m

O

H

m

O
H

m

A

B

m



  

     11  دايره  فصل اول   

  مماس بر دايره
  خط .تعريفm و دايرهC اند. هرگاه خط و  در يك صفحه مفروض

خط را بـر دايـره    ،مشترك داشته باشند هنقطدايره يك و فقط يك 
  ناميم.  نقطه تماس خط با دايره مي ،مماس گوييم. نقطه مشترك را

خط مماس بر  توانيم پاره خط و نيم ناميم. مي يك انتهاي آن نقطه تماس خط با دايره است، شعاع نقطه تماس مي ،شعاعي از دايره را كه
  دايره را نيز تعريف كنيم. 

   خط رهپا .تعريـفAB را مماس بر دايرهC هرگاه خط شامل آن بر دايره مماس باشد و  ،ناميم مي
  باشد.  ABخط پاره اي از نقطه تماس نقطه

  خط مماس بر دايره را نيز تعريف كنيم.  توانيم نيم دقيقاً مشابه آن مي
تعريف فوق از خط مماس صرفاً يك تعريف دقيق و ساده است، كه فقط 

باشـد. بنـابراين صـورت     ويژه دايره است. اما اين تعريـف كـاربردي نمـي   
معادلي از آن وجود دارد كه عملاً در حل مسايل كاربرد دارد. اگر شـعاع  
نقطه تماس را در نظر گرفته و در نقطه تمـاس خطـي را بـر آن عمـود     

خواهيم ديد كه اين خط بر دايره مماس اسـت و بـر عكـس     رسم كنيم،
  اگر خطي بر دايره مماس باشد بر شعاع نقطه تماس عمود است

   كنيم. در فعاليت زير معادل بودن اين دو ويژگي را ثابت مي
  .1 فعاليت

  عمود باشد.  Cاز دايره ،OHبر شعاع ،Hدر نقطه mفرض كنيم خطقضيه  
   .بايد ثابت كنيم بر دايره مماس است

OMد، چونباش Hبه غير از mاي روي هر نقطه Mاگر OH R  در ،
فقط يـك   Cو دايره mواقع است، بنابراين خط Cبيرون دايره Mنتيجه

  بر دايره مماس است.  mخط ،نقطه مشترك دارند، در نتيجه بنابر تعريف
  

شعاع نقطـه   ،OHبايد ثابت كنيم، ،بر آن مماس باشد ،Cاز دايره Hدر نقطه mعكس، فرض كنيم خط .قضيه 
  عمود است.  Hدر mبر خط مماس ،تماس

 Hدر نقطـه  mاثبات به برهان خلف است. فـرض كنـيم خـط    اثبات.
و پـاي عمـود    رسـم كـرده  عمود  mبر ،Oعمود نباشد، پس از OHبر
را چنـان در نظـر    Nنقطـه  HMخـط  ناميم. اكنون روي نـيم  مي Mرا

ــي ــه  مــ ــريم كــ MNگيــ MH وM ــين ــد Nو Hبــ در  ،باشــ
OMHصورت اين OMN   گيريد؟  اي مي چرا؟ از آن چه نتيجه  

ON،بنابراين OH R ، يعنيN ر نتيجه خـط نيز روي دايره است، اما اين متناقض با تعريف مماس بر دايره است. دm  در نقطـهH 
  عمود است. OHبر شعاع

  

  در فعاليت بالا دو قضيه زير را ثابت كرديم. 
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گـاه   اگر خطي در يك انتهاي شعاعي از دايره كه روي دايره است بر آن شعاع عمود باشد، آن
  ايره مماس است. بر عكس؛اين خط بر د

عمـود اسـت، كـه پـاي      ،گاه اين خط بر شعاع نقطه تماس آن ،اگر خطي بر يك دايره مماس باشد
  عمود روي دايره است. 

توانيم  باشند. هر كدام را به عنوان تعريف مماس بپذيريم، مي دو قضيه فوق، عكس يكديگر مي
  صورت قضيه دو شرطي نيز بيان كنيم.  توانيم اين دو قضيه را به ديگري را ثابت كنيم. مي

آن خط در انتهاي شعاعي از آن خط در انتهاي شعاعي از   ،،اگر و فقط اگراگر و فقط اگر  ،،انداند  يك خط و دايره بر هم مماسيك خط و دايره بر هم مماس  قضيه:قضيه:
  بر آن شعاع عمود باشد.بر آن شعاع عمود باشد.  ،،كه روي دايره استكه روي دايره است  ،،دايرهدايره

   شود؛ بلافاصله از قضيه بالا نتيجه زير گرفته مي

C(Oرهمماس بر داي mاگرنتيجه.   ,R) در نقطهH باشد تمام نقاط خط مماس به جز نقطه تماس در برون دايرهC اند.  واقع  
 

عمـود   mبر OHچون ،باشد Hبه جز mهر نقطه روي مماس Mاگر
OM،است پس OH R ، در نتيجهM  .برون دايره است  

  
  
  

C(Oبر دايره دو مماس موازي nو mاگر نتيجه.  ,R) در نقاطM وN گاه باشند، آن، MN گـذرد.   از مركز دايره مي
  گذرد.  مركز دايره ميكند از  خطي كه دو نقطه تماس را به هم وصل مي يعني پاره

 

انـد، پـس بـر هـم      هر دو بر دو خط موازي عمـود  ONو OMهاي خط
  گذرد.  از مركز دايره مي MNمركز دايره است پس خط  Oاند. منطبق

انـد   ره ممـاس دايبر يك  ها دو قاعده آن كههايي  از اين ويژگي در ذوزنقه
  توان استفاده كرد.  مي

  اي واقع بر آن رسم مماس بر دايره از نقطه
اي روي  روشي در رسم مماس بر دايره در نقطه ،با استفاده از قضيه قبل

  ايد.  دست مي آن به
,C(Oروي دايره Aفرض كنيم نقطه R) واقع باشد، شعاعOA  از دايره را

  عمـود كنـيم، خـط    OAبر خـط  Aكنيم، اكنون اگر خطي را در رسم مي
  مماس بر دايره است، چرا؟ 

  خط مماس  پارهبه يك نقطه و نسبت ترين و دورترين نقاط دايره  نزديك
ين رت ـ كـم  ،طـوري كـه    بـه  ،در برون دايره واقع است Mمفروض است. نقطه 6و شعاع  Oدايره به مركز .2 فعاليت

انـدازه   .نقطـه تمـاس باشـد   Tبـر دايـره رسـم كنـيم و     ممـاس  Mواحد اسـت. اگـر از   4برابر  Mازفاصله نقاط دايره 
  را محاسبه كنيد.  MTيعني MTمماس
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  چرا؟  ،كند قطع مي Nدايره را در يك و فقط يك نقطه ،OMخط يمن ،به مركز دايره متصل كنيم Mاز باشد وبرون دايره  Mاگر
OMاي از دايـره باشـد،   هر نقطـه  Pاكنون اگر MP OP ،   كـه از آن
MNشود، نتيجه مي MP چرا؟  

است. به همين ترتيـب   Mترين نقطه دايره به نقطه نزديك Nنابراين،ب
OMخط متقابل اگر نيم


 Qاي ماننـد  را در نظر بگيريم دايره را در نقطه 

  است چرا؟  Mدورترين نقطه دايره به Qكند، كه قطع مي
  دايره باشد آن را بررسي كنيد.  درون Mاگر
MNچنين نشان دهيد، هم | OM R |  وMQ OM R .   

MTالزاويه است و قائم OMT،س عمود استكه بر شعاع نقطه تما ،مماس  اكنون از ويژگي OM R2 2    چـرا؟ امـاOM 10،  در
MT، نتيجه 100 36 8  .   

  ه كمان، طول كمانجكمان دايره، اندازه در
  كنيم.  تعريف مي اندازه درجه كمان ابتدا زاويه مركزي راكمان و براي تعريف 

  نامند. هر زاويه را كه رأس آن مركز دايره باشد، يك زاويه مركزي ميدر صفحه شامل دايره،  .تعريف  

دو ضـــلع هـــر زاويـــه مركـــزي شـــامل دو شـــعاع دايـــره اســـت. در 
يـك زاويـه مركـزي باشـد كـه       XOYفـرض كنـيم   ،C(O,R)دايره
  ،گاه اند، آن بريده Bو Aرا در نقاط Cهاي آن دايره عضل

نشـان   ABصـورت  كه آن را بـه  ،ABكمان كوچك
و  Bو Aعبارت است از مجموعه نقـاط  ،دهيم مي

   اند. واقع AOBكه درون Cهمه نقاط دايره

كـه در   Cو همـه نقـاط دايـره    Bو Aاطعبـارت اسـت از مجموعـه نق ـ    ،دهـيم  نشـان مـي   AMBصورت كه آن را به ABكمان بزرگ
  ناميم.  را نقاط انتهايي يا دو سر كمان مي Bو Aاند. نقاط واقع AOBخارج
  ناميم.  دايره مي يك نيم ،باشند مي ABو همه نقاطي از دايره را كه در يك طرف خط Bو Aدو سر يك قطر باشند، Bو Aاگر

كمان را با  ،براي آن كه ابهامي رخ ندهد ،آيد دست مي از دايره دو كمان به چون به ازاي هر دو نقطه
  .AMBو  ANBهاي دهيم. مانند كمان دو انتهاي آن و يك نقطه از آن يعني با سه حرف نشان مي

  اندازه درجه كمان
  شود؛ ميدهيم به صورت زير تعريف  نشان مي mANBكه آن را به ANBاندازه درجه كمان

را برابر اندازه زاويه  mANBگاه تر باشد، آن كمان كوچك ANBاگر 
mANBكنيم، يعني تعريف مي AOBمركزي  m AOB .  

mAMBگاه، تر باشد آن كمان بزرگ AMBاگر  m AOB360   .  
mABگاه دو سر يك قطر باشند، آن Bو Aاگر  180    
  گاه، آن ،باشد ABCها كمان ها باشد و اجتماع آن تنها نقطه مشترك آن ،Bهايي از يك دايره باشند كه كمان ،BCو ABاگر

       m(ABC) m(AB) m(BC)    
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اع دايره بسـتگي  به بزرگي يا كوچكي شع ،اندازه درجه يك كمان ؛تذكر
ــره   ــن داي ــدارد. در اي ــز   ن ــم مرك ــاي ه ــان ،ه ــه    كم ــر زاوي ــاي نظي ه

در صـورتي كـه    ،هاي برابر دارند ها اندازه در همه دايره XOYمركزي
  اند.  ها متفاوت طول كمان

        mAB mCD mEF m XOY        
   آشكارتر خواهد شد.  با تعريف طول كمان اين تفاوت

  اگر و فقط اگر داراي يك اندازه درجه باشند.  ،اند نهشت در يك دايره دو كمان هم

  طول كمان دايره، قطاع دايره
P،محيط آن برابر ،باشد Rاي برابر اگر شعاع دايره R2   برابر يـك درجـه    ،آناست. بنابراين طول كماني از اين دايره كه اندازه درجه

R2برابر ،باشد
360
 است. چرا؟ پس اگر اندازه درجه كماني برابر گاه طول اين كمان درجه باشد آنRL 2

360
  ،است. بنابراين  

حسـب درجـه و طـول ايـن     بر  اگر اندازه درجه كماني برابر
180،گاه باشد آن Lكمان برابر

RL  .  
  

RLاز 2
360
  شود؛  نتيجه مي  L

R360 2
 


   

  

كـه راديـان نـام دارد آشـنا      ،گيري زاويه باشد، اگر با واحد ديگر اندازه بر حسب درجه توجه داشته باشيد كه در اين فرمول حتماً بايد
  گاه، باشد آن و بر حسب راديان عدد  اي بر حسب درجه عدد  شود. اگر اندازه زاويه تر نوشته مي اين فرمول به صورت ساده ،باشيد

180
 


180پس   


RLدر رابطه بالا، گذاري با جاي . R180
180
    


  بنابراين،. 

Lطول كمان ،گاه آن ،باشد اگر اندازه راديان كماني برابر R  .است  

  قطاع دايره
   ون و روي دايره را كه به دو شعاع دايره و آن دايره محدود اسـت، يـك   اي از در ناحيه .تعريـف

  نامند. قطاع دايره مي

باشد، اجتمـاع   C(O,R)، كماني از دايرهABاگر ،تر طور دقيق به
يـك قطـاع    ،اسـت  ABروي Pرا كـه  OPهـاي  خـط  همه پاره

  ناميم. مي
AB را كمان قطاع و اندازه زاويه مركزيAOB ناميم.  اويه قطاع ميز را  

Sراديـان در نظـر گرفـت، كـه مسـاحت آن      2يا 360توان قطاعي با زاويه به اندازه ناحيه درون و روي دايره را مي R2   در  ،اسـت

R2نتيجه مساحت قطاع يك درجه
360
 كه از آن مساحت قطاع، است ،درجه برابرRA

2
360
  يد. اگـر زاويـه قطـاع بـر     آ دست مي به

RAباشد، حسب راديان R
2 21

2 2
   


  چرا؟  
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     15  دايره  فصل اول   

 A،باشـد  يا بـر حسـب راديـان    بر حسب درجه Rاگر اندازه زاويه قطاع دايره به شعاع
2مساحت آن برابر است با؛  21

360 2A R R   .   

جا فقـط بـه دليـل يـادآوري و همـاهنگي بـا        رود، در اين گيري درجه سروكار داريم و راديان به كار نمي در هندسه معمولاً با واحد اندازه
  دقيق با راديان آن را ناديده بگيريد. آشنايي از توانيد تا قبل  مي ،ايم مثلثات راديان را هم نوشته

  

كنيم قسمتي از قطاع را كه محـدود   را رسم مي ABوتر ،مفروض است با زاويه به اندازه AOBقطاع .3 فعاليت
  ناميم.  است قطعه دايره مي ABو كمان  ABبه وتر 

60كم كنيم. مثلاً اگـر قطاع  را از مساحت OABبايد مساحت ،براي محاسبه مساحت قطعه      باشـد  10و شـعاع دايـره،OAB 

a2و در نتيجه مساحت آنالاضلاع  يمتساو 3 100 3 25 34 4   است و مساحت قطـاعOAB،  ،برابـرS 100100 60360 6
     

100،پس مساحت قطعهاست،  25 36
   .است  

Sيعنـي  ،اگر از فرمول مساحت مثلث ،طور كلي به absinC1
2   اسـتفاده

Sبرابـر  و زاويه Rمساحت قطاع به شعاع ،كنيم R sin21
2  سـت.  ا

  پس مساحت قطعه برابر است با؛

      K R R sin2 21
360 2
      

  تر است.  سادهبر حسب راديان باشد اين فرمول  اگر

K R R sin R ( sin )2 2 21 1 1
2 2 2         

مساحت ناحيه محدود به سه دايره يعني مسـاحت ناحيـه    ،اند  دو بر هم مماس دوبه ،Rهاي در شكل سه دايره به شعاع .1مثال  
   سايه زده را محاسبه كنيد.

  است چرا؟ R2به ضلع  الاضلاع متساوي ABCپاسخ.    
R2بنابراين مساحت آن كنيـد؟ پـس    است، چگونه آن را محاسبه مي 3

هاي سـه   مساحت ناحيه بين سه دايره بايد مجموع مساحتمحاسبه براي 
 60زاويه هر قطاع اندازه .كم كنيم ABCمساحت ازپيدا كرده قطاع را 

R2است چرا؟ پس، مساحت هر قطاع
6

 ،است در نتيجه  

RS R R ( )
22 23 3 36 2

       
  .توانيد محاسبه كنيد نيز ميبه روش ديگر  ،علاوه بر روش معمول فرمول آن ،ها را مجموع مساحت قطعه

.RS(MNP) S(ABC)
21 3

4 4   
  چرا؟  

  ايد از آن كم كنيد.  محاسبه كردهكه اكنون مساحت محدود به سه دايره را 

      .RS R ( ) R ( )
2 2 23 3 334 2 2 4

      ها قطعه  
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  هايي از وتر و كمان در دايره  ويژگي
 AMBوتري از دايـره باشـد دو كمـان    ABاگر .4 فعاليت

قطر باشـد ايـن دو كمـان     ABرا داريم. در صورتي كه ANBو
 AMBقطر نباشد يكي كمان كوچك ABاند. اما اگر  اندازه هم

 CDو AB. حـال اگـر  را داريـم  ANBتر و ديگري كمان بزرگ
C(Oنهشت يا هم اندازه از دايره دو وتر هم ,R)  باشند كه قطر
هــا نيــز هــم  هــاي كوچــك نظيــر آن گــاه كمــان آن ؛نباشــند
اگر ،اند، و برعكس اندازه mAB mCD گاه، آنAB CD.  
ABاگـــر CD گـــاه آن،OAB OCD    ،چـــرا؟ پـــسm AOB m COD  .  ،در نتيجـــه mAB mCD اگـــر  ؛و بـــرعكس

 mAB mCD گاه آن، m AOB m COD   پسOAB OCD    چرا؟ در نتيجهAB CD ،بنابراين  

هـاي نظيـر    گاه كمان آن ،اندازه باشند   گذرند هم در هر دايره اگر دو وتر كه از مركز دايره نمي
  اند و برعكس.  آن دو نيز هم اندازه

  ،گيريم بر آن عمود است در نظر مي Hرا كه در CDو قطر ABدايره وتر در يك .5 فعاليت
 ها دايره هاي نيم و كمان AB، وترCDقطر ،دو سر قطر باشند Bو Aاگر

متصــل  Bو Aبــه Oصــورت از كنــد. چــرا؟ در غيــر ايــن را نصــف مــي
شـامل   ،OHخـط  ،السـاقين اسـت، در نتيجـه    متساوي OABكنيم. مي

 Dو Cو ABوسـط وتـر   Hبنـابراين  ،اسـت  OABميانه و نيمسـاز از 
  بنابراين؛باشند چرا؟  مي ABهاي كوچك و بزرگ هاي كمان وسط

  

  كند.  مقابل آن را نصف مي  در هر دايره قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و كمان

  بگذرد بر آن وتر عمود است.  ،كه از وسط وتري از دايره كه قطر نباشد ،اگر قطري از دايره نتيجه. 
  كنيد؟ استفاده مي OHAو OHBچرا؟ چگونه از دو مثلث

اگر قطري از دايره از وسط كمان نظير يك وتر بگذرد بـر آن وتـر    .نتيجه 
  عمودمنصف آن وتر است.  نيگذرد، يع عمود است و از وسط آن وتر مي

  چه نوع مثلثي است؟  OABدر شكل
m O m O1 2  ، خطOM،  عمودمنصفAB است چرا؟  

 مركزاز  ،گذرد خطي كه از وسط يك وتر و وسط كمان نظير آن وتر مي .نتيجه 
  و در نتيجه بر آن وتر عمود است.گذرد  دايره مي
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     17  دايره  فصل اول   

نيز  ABچرا؟ اكنون اين خط از وسط كمان ،عمود است ABبر وتر OHكنيم پس خط وصل مي ABوتر وسط Hمركز دايره به ،Oاز
  چرا؟ ،گذرد مي

با شعاع دايره برابر  ،ABزه وتراندا،CDدايره به قطر نيم در.2مثال  
ABيعني مطابق شكل ،است OM و 30mAM  ثابت كنيد؛ .  

AMH BMH   آيـا   ،واحـد باشـد   10. اگر شعاع دايره برابر
  را محاسبه كنيد؟ AMو OHتوانيد مي

OMچــه نــوع مثلثــي اســت؟ بنــابراين OAB،كنيــد وصــل Bو Aبــه Oاز پاســخ.    


اســت چــرا؟ چگونــه  AOBنيمســاز 
mAMاز 30  كنيد؟  استفاده مي  

OMپس


MB،در نتيجه ،است ABعمودمنصف  AM وAMH BMH  .  
AHالزاويـــه اســـت و قـــائم OHBبـــه قســـمت قبلـــي ســـاده اســـت. بـــا توجـــه OHمحاســـبه BH 5   ،چـــرا؟ در نتيجـــه

OH 100 25 5 3  ، 30يا از ويژگي زاويه 60و 60ابل بـه زاويـه   كه اندازه ضلع مق ،يدنالزاويه استفاده ك در مثلث قائم   برابـر
3
HM،اندازه وتر است. اكنون 2 10 5 3  وHA 5 ،در نتيجه  

      AM AH HM ( )2 2 225 10 5 3 10 2 3         
  تا مركز دايرهمقايسه وترها و فاصله  .6 فعاليت

بــه  ،OMو OHانــد. از يــك دايــره مفــروض CDو ABدو وتــر
ــله  ــب فاص ــتند.      ترتي ــر هس ــن دو وت ــره از اي ــز داي ــاي مرك ه

ABاگر CDگاه ،آنOM OH  چرا؟ اگـرOM OH،   چگونـه
ABدهيد نشان مي CD؟  

  گيريد، بنويسيد، چگونه نتيجه مي ODMو OAHقضيه فيثاغورث را در دو مثلث
)؟       ) OM OH AH MD2 2 2 21      

ABگراكنون ا CDچرا ،AH MD2 2 ،AH MD2 2 0   ،پسOM OH2 2  ،يعنيOM OH  .  
OMبه عكس اگر OH ) گيريد ) نتيجه مي1چگونه از رابطهAB CD. ايد؛  با انجام فعاليت بالا ويژگي مهم زير را ثابت كرده  

هاي مركز دايره از اين دو وتـر   فاصله ،هاي مساوي داشته باشند هرگاه دو وتر از يك دايره اندازه
  برابر است و برعكس. 

تـر   به مركـز دايـره نزديـك    ،تر است اش بزرگ از دو وتر نامساوي در دايره، وتري كه اندازه
  بر عكس. است و 

  مكان هندسي
 Rروي يك دايره به شـعاع  ،باشد Rبه فاصله معلوم Oكنيد كه هر نقطه از صفحه كه از يك نقطه ثابت مشاهده مي ،گرديد اگر به تعريف دايره بر

  صورت گوييم دايره يك مكان هندسي است. بنابراين؛ است. در اين Rبه فاصله Oاز نقطه C(O,R)است و برعكس، هر نقطه روي دايره

  ست كه از يك نقطه ثابت به فاصله معلومي باشند. ادايره مكان هندسي نقاطي از صفحه 
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  نـاميم. هـر    يك مكان هندسي مي ،يك ويژگي باشندرا كه همه داراي  مجموعه نقاطي .تعريف
 ،متعلق به مكان است و هر نقطه كه متعلق به اين مكـان باشـد   ،نقطه كه اين ويژگي را داشته باشد

  داراي اين ويژگي است. 

  فاصله معلوم بودن از يك نقطه است.  به يكويژگي مكان دايره در صفحه، 
  ويژگي اين مكان به يك فاصله بودن از دو سر پاره خط است.  ،يك مكان هندسي است ،خط عمود منصف يك پاره

  اند. خط به يك فاصله خط مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از دو سر يك پاره عمودمنصف هر پاره

  ه است. نيمساز هر زاويه يك مكان هندسي است. ويژگي آن به يك فاصله بودن نقاط روي نيمساز از دو ضلع زاوي
 

را پيـدا  هاي وترهايي از يك دايره  مكان هندسي وسط .3 مثال  
  اند.  اندازه كنيد كه همه اين وترها هم

,C(Oفــرض كنــيم در دايــره پاســخ.     R) وترهــايي بــه طــولa 
aمفروض باشند R0 2  ،AB a2اگر از .O به نقطهM وسطAB 

ــيم  ــل كنـ ــائم OAM،متصـ ــه و  قـ aAMالزاويـ 2،  ،ــه در نتيجـ

aOM R
22
4 .  چونa وR اند پس  ثابتOM .ثابت است  

aOMو شعاع Oاي به مركز روي دايره Mدر نتيجه ،به فاصله ثابتي است Oاز نقطه Mبنابراين نقطه R
22
4   .يعني مكان است

  يك دايره است.   ،هاي وترهاي هم اندازه در دايره وسط

C(Oدر دايره aهمه وترهاي به طول ثابت .نتيجه  ,R) 0،كه 2a R  مركزاي به   بر دايرهO 22و شعاع
4

aR  
  اند.  مماس

ABاگر ،. در شكل مقابل4مثال     CD10اگر؟ ها چقدر است ، فاصله مركز دايره از وترAB  12وCD     فاصله مركـز دايـره از
  از وترها را محاسبه كنيد.هر يك 

در  ،انـد  پس از مركز بـه يـك فاصـله    ،اندازه دو وتر برابراند پاسخ.    
xنتيجه، x3 2 4   كه از آنx 4 اگر .AB 10  وCD 12 گاه  آن

AH 5  وMC 6،OH AH OA OM MC2 2 2 2 2   .  در
ــه،  xنتيجـ ( x )2 29 25 2 4 36     ــه از آن xكـ x25 16 27 0    و

/x 8 199 4 425
 .   

   هاي بين دو وتر موازي كمان .7 فعاليت
نشــان دهيــد دو ، انــد در يــك دايــره مــوازي CDو ABدو وتــر
هـاي   يعنـي كمـان   ،هاي مسـاوي دارنـد    اندازه ADو BCكمان

هـاي مسـاوي    بين دو وتر موازي در يـك دايـره انـدازه    محصور
  وترها بر ديگري نيز عمود است چرا؟ قطر عمود بر يكي از  ؛دارند
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     19  دايره  فصل اول   

  هاي قبلي استفاده كنيد.  اكنون از ويژگي
  آيا عكس آن نيز درست است؟ در چه صورت عكس آن درست است؟ 

 AMBباشد آيا وسط كمـان   DCوسط كمان Mاند؟ اگر موازي CDو ABآيا وترهاي ،هم اندازه باشند BCو ADاگر دو كماندر شكل، 
  بنابراين؛ اند.  در نتيجه موازي ،عمود است CDو ABبر هر دو وترهاي ،وصل كنيد Mباشد؟ چرا؟ اكنون از مركز دايره به نيز مي

 ـ  انـدازه به دو وتر موازي هم  محصورهاي  در هر دايره كمان اگـر دو كمـان    ،عكـس  رانـد و ب
انـد   هاي شامل آن دو وتر موازي خط ،اندازه باشند به دو وتر كه متقاطع نيستند هممحصور 

  اند.  آن دووتر موازييعني 

بودن به دو وتر  محصوردر غير اين صورت نادرست است. زيرا بايد  ،بيان متقاطع نبودن دو وتر لازم است ،در عكس اين ويژگي .1تذكر
  كاملاً مشخص شود. 

AB، فرض كنيمهاي زير مثلاً در شكل CDو ، mAB mCD، تـوان گفـت   مـي  هـا  آيا در ايـن شـكل   ،تر موازي نيستنداما دو وAC 
  اند چرا؟   موازي BDو
  
  
  
  

  

خـط و   خط موازي و يـك پـاره   به همين ترتيب دو نيم ،هاي شامل آن دو موازي باشند خط ،خط را موازي گوييم هرگاه دو پاره .2تذكر 
  شوند.  ز تعريف ميخط موازي ني نيم

  توانند نقطه مشتركي نداشته باشند و موازي نيز نباشند.  خط مي دو پاره
  
  
  
  
  

  

  ها در رابطه با دايره انواع زاويه
  زاويه محاطي 

  نامند.  اي را كه رأس آن روي دايره و هر ضلع آن شامل يك وتر دايره باشد زاويه محاطي مي زاويه
  

) مركـز دايـره درون آن و   2) يك ضلع زاويه از مركز گذشته است و در شكل (1زاويه محاطي است در شكل ( BACها در تمام شكل
  ) مركز دايره برون آن است. 3در شكل (

  .ندمنا زاويه محاطي مي به آنكمان مقابل رون و روي زاويه محاطي است، كماني از دايره را كه نقاط آن د

  درون  .تعريفABCاشتراك طرفي از خط ،AB است كه شاملC باشد و طرفي از خطAC  كه
  باشد. Bشامل
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  ) قضيه زير را ثابت كنيد. 3) و (2هاي ( از آن در شكل ) و سپس با استفاده1ها ابتدا در شكل ( با توجه به شكل

  اندازه هر زاويه محاطي نصف اندازه كمان مقابل آن است. اندازه هر زاويه محاطي نصف اندازه كمان مقابل آن است.   قضيه.قضيه.

  اگر دو ضلع يك زاويه محاطي از دو سر يك قطر بگذرند اندازه آن چقدر است؟

  زاويه ظلي
را كه رأس آن روي دايره و يك ضلع آن شامل يك وتر  اي زاويه

لع ديگر آن روي يك خط مماس بر دايره باشد زاويه دايره و ض
  نامند.  ظلي مي

  نامند. از دايره را كه نقاط آن روي و درون زاويه ظلي باشند كمان مقابل زاويه ظلي ميكماني 
  ت. مقابل زاويه ظلي است و اندازه زاويه ظلي نصف اندازه كمان مقابل آن اس ABكمان ها در شكل

  
  
  
  
  
  

  

 بنـابراين،  ؟كنيـد  ) يك ضلع زاويه ظلي از مركز گذشته است. چگونه از ويژگي ممـاس و شـعاع نقطـه تمـاس اسـتفاده مـي      1در شكل (
  است؟ 90برابر BACاندازه

  گذرد آن را ثابت كنيد.  يخطي كه از رأس زاويه و مركز دايره م در دو حالت ديگر با رسم نيم
  .ها را جمع يا از هم كم كنيد كافي است اندازه

   اند. بر هم عمود CDو ABدو قطر Oدر دايره به مركز .5 مثال    
  است.  OCخط عمودمنصف پاره MNخط 
 MNFزاويه ظلـي  اندازهو  NBCو ABNهاي محاطي هاي زاويه اندازه

  را پيدا كنيد. 
هــا را بــه ترتيــب مطــابق شــكل  هــاي ايــن زاويــه انــدازه پاســخ.    
45ايم، نشان داده ،،به    چرا؟  

OC ON NC   (ويژگي عمودمنصف را در نظر داشته باشيد) چرا؟  
mNCست چرا؟ پسا 60برابر NOCبنابراين اندازه 60  ،30. در نتيجه  ، 15اكنون  .  
mCM 60   ،30چرا؟ بنابراين  .  
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     21  دايره  فصل اول   

  هاي بروني و دروني  زاويه
  اند، نشان دهيد؛  يگر را قطع كردها درون دايره يكدهاي شامل دو وتر در برون ي خط ،در دو شكل رسم شده

       | mCE mBD |1
2     

       (mCE mDB)1
2     

  
  
  
  
  

  

اين  نقطه تلاقي ديگرده كنيد. هاي محصور بين دو وتر موازي استفا رسم كنيد و از ويژگي كمان BCخطي موازي خط Dكافي است از
mدر هر دو شكلناميم.  مي Fخط با دايره را نقطه CAE m FDE   وmBD mCF  چرا؟  

)، 1در شكل (      
    mEF mEC mCF mEC mBD
2 2 2

       

)، 2در شكل (      
    mEF mFC mCE mCE mDB
2 2 2

       
ايـن   ،، زاويه خارجي و وقتي اين نقطـه تلاقـي درون دايـره باشـد    CABزاويه ،هاي شامل دو وتر برون دايره باشد طه تلاقي خطوقتي نق

  نامند.  ها را داخلي نيز مي زاويه
 ABEكنيم و از اندازه زاويه خـارجي در  وصل مي Eبه Bازها را ثابت كرد.  توان آن با استفاده از اندازه زاويه خارجي در مثلث نيز مي

  كنيم. استفاده مي
  
  
  
  
  

  

  

      
 mCE mBD

2
     

 mCE mBD
2
      

C(Oبرون دايره  Mاز نقطهاگر  .نتيجه  , R) دو مماسMT
  وMP

 ،را بر دايره رسم كنيمT وP  اگـر   ،انـد   نقاط تمـاس
mيعني باشد، اندازه زاويه بين اين دو مماس برابر TMP   ، گاه همـواره انـدازه كمـان كوچـك      آنTP   180برابـر   و

180برابر  TPاندازه كمان بزرگ   .است  
  

اند چرا؟ بنـابراين   هر يك قائمه Tو Pو زاويهد OPMTدر چهار ضلعي
  اند چرا؟ مكمل TOPو Mدو زاويه

mدر نتيجه، TOP mPT180   .  
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90 ،گاه باشد، آن TNPمان بزرگهر نقطه روي ك Nاگر 2m TNP    چرا؟  

  دارند.  زياديها كاربردهاي  ها در حل مسأله اين ويژگي

  كاربردها
  هاي مساوي (تثليث زاويه) روشي در تقسيم يك زاويه به سه زاويه با اندازه

هـاي برابـر    ها بوده است تقسيم يك زاويه به سه زاويه بـا انـدازه   دان از مورد توجه رياضيكه از دير ب ،ترين مسايل هندسه يكي از قديمي
بـدون هـيچ نشـانه و علامتـي      ،كشي را كه اقليدس به كار برده اسـت  است. البته اين بستگي به ابزاري دارد كه ما در اختيار داريم. خط

هم از نظر اقليدس فروريختني است، به اين معني كه فقـط   پرگاركرد.  توان خط گذرنده از دو نقطه را رسم است، فقط به كمك آن مي
اي به مركز نقطه مفروضي رسم كنيم كه از نقطه مفروض ديگري بگذرد، اگر حتي دهانه اين پركار را تغييـر   توانيم دايره به كمك آن مي

نهشت است. بنابراين با اين دو ابـزار كـه در    دايره قبلي هم توان گفت اين دايره با رسم كنيم نمياي ديگر  اي به مركز نقطه نداده و دايره
  شود كه تثليث زاويه امكان ندارد.  بالا توصيف كرديم ثابت مي

با توجه  ،شوند فقط از نظر تاريخي بررسي مي ،امروزه اين نوع مسايلاما 
هـاي   هايي كه امـروزه در هندسـه وجـود دارنـد روش     به اصول و ويژگي

  .شود ارايه مينين مسايلي مختلفي براي حل چ
كنيم كه به كمك آن و با ابزاري كه تعريف  اي را مطرح مي اكنون مسأله

  پذير است.  كنيم تثليث يك زاويه امكان مي
  

,C(Oرا در برون دايره Mنقطه R) كه اگر قاطعي را از ،گيريم چنان در نظر ميM  تـا دايـره را در دو نقطـه    كنـيم رسمC وD   قطـع
MCمطابق شكل، ،كند R،   شـعاع دايـره باشـد. از    يعنـي برابـرO    مركـز دايـره بـهC وD  كنـيم، اگـر   مـي  وصـلm OMD   ،

m OCD 2    ،چرا؟ در نتيجهm ODC 2   ،بنابراينm AOD 3   از ويژگي زاويه خارجي استفاده كنيد. چرا؟  

1اش اي است كه اندازهزاويه  OMDپس
  است.  AODاندازه 3

اي رسـم كنـيم كـه     زاويـه  ،كشـي كـه فقـط دو نشـانه دارد     خواهيم به كمك پرگار و خط مي ،مفروض است XOYاكنون فرض كنيد

1اش اندازه
  باشد.  XOYازهاند 3

  
  

  
  عمليات قبلي را انجام دهيم.  عكسكنيم تا حدودي بر  سعي مي

كـش   اي به شعاع فاصله دو نشانه خط دايره ،رأس زاويه Oابتدا به مركز
 Dو Aهـاي زاويـه   هاي تقاطع اين دايره را با ضـلع  كنيم. نقطه رسم مي

  كش مورد نظر است! ناميم. اكنون نوبت استفاده از خط مي
  كنيد؟ كنيد چگونه از آن استفاده مي فكر مي

را در  OAو خـط  Cاي ماننـد  چنان بگـذرد كـه اگـر دايـره را در نقطـه      Dايد آن است كه بايد خطي از چه از مسأله قبل ياد گرفته آن
كش را  و خطقرار داده  Dكش را مطابق شكل روي نقطه بنابراين، يك لبه خط .برابر شعاع دايره باشد MCقطع كند، Mاي مانند نقطه

  واقع شود.  OAروي خط Fروي دايره و نشانه ديگر Eكنيم كه يك نشانه آن مثلاً جا مي چنان جابه

OEبنابراين EFاكنون .m DFA m XOY1
3  . چرا؟  
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