


  

     



  

    



  

     

  
  
  
  
  
  
  
  

    
 جان و خرد نام خداوند به  

 كزين برتر انديشه برنگذرد 
  
  
  

كنيم. ايـن كتـاب مطالـب     آموزان مي را تقديم دانش» رشادت« از مجموعه »يكتا هندسه يازدهم«بسيار خرسنديم كه كتاب 
هـاي   ا مثالشود و ب آموز، ابتدا با مباحث هر فصل آشنا مي دهد. دانش ميصورت مفهومي آموزش  بههندسه پاية يازدهم را 

دهد تا  اي را پاسخ مي تشريحي و چهارگزينه هاي پرسشكند. سپس براي هر فصل، تعدادي  پيدا ميها اشراف  فراوان بر حل آن
باشـند كـه بـراي بـه چـالش       اند، كمي دشوار مـي  مشخص شده *ها كه با علامت  برخي از پرسش .بر موضوع تسلط يابد

  ده است.مند طراحي ش آموزان علاقه كشيدن دانش
  جهت خودآزمايي آورده شده است. درساي براي هر  آزمون چهارگزينه يكدر ادامه سؤالات كنكورهاي سراسري و 

هـا، انجـام    اي، آزمون و كنكورهاي سراسري در بخـش پاسـخ   ها، اعم از تشريحي، چهارگزينه بندي پرسش همچنين سطح
  گرفته است.
كه مايل به تحصـيل در بهتـرين     آموزان كلاس يازدهم را در درس هندسه شرود كتاب حاضر، همة نيازهاي دان انتظار مي
  گو باشد. هستند، پاسخ هاي كشور ها و بهترين رشته دانشگاه

انـد تشـكر كنـيم.     دانيم از مؤلف محترم آقاي علي صادقي كه كتاب را زير نظر دبير مجموعه تأليف كرده در اينجا لازم مي
سـارا لطفـي مقـدم و بهـاره خـدامي      سـمانه مسـروري و   آرا)،  چين و صفحه شريفي (حروفها محبوبه  چنين از خانم هم

  سپاسگزاريم. )طرح جلد( زهرا گودرز و سپيده رشيدي، ها) (گرافيست
ت، پيشنهادها و انتقادهـا خـود   ها ما را با اعلام نظرا هاي عزيز آن آموزان و خانواده اميدواريم دبيران محترم هندسه و دانش

  دربارة اين كتاب ياري فرمايند.
  انتشارات مبتكران  
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  دايره
  

  شود. گفته مي rو شعاع Oاي به مركز  ) باشند دايرهrع) به فاصله يكسان و ثابت (شعاOتمام نقاطي از صفحه كه از يك نقطه ثابت (مركز به 
  .رسم شده است rو شعاع Oاي به مركز  قابل، دايرهدر شكل م -
Cصورت را به rو شعاع  Oدايره به مركز  - (O, r) دهيم نمايش مي.  
 

  دايره اوضاع نسبي يك نقطه و يك
 
  

OAي(شعاع دايره) باشد. يعن rره است اگرو تنها اگر فاصله آن تا مركز دايره كمتر از يدرون دا Aنقطه نقطه درون دايره:. 1 r.  
OBيعني .(شعاع دايره) باشد rدايره است اگر و تنها اگر فاصله آن تا مركز دايره برابر باروي  Bنقطه نقطه روي دايره:. 2 r.  
OCيعني .باشد )(شعاع دايره rخارج دايره است اگر و تنها اگر فاصله آن تا مركز دايره بزرگتر از Cنقطه :نقطه خارج دايره. 3 r.  

  
  

  دايرهيك بيشترين و كمترين فاصله يك نقطه از 
  

  نيم. ك حالت زير بررسي مي 3از يك دايره را با توجه به اوضاع نسبي يك نقطه و يك دايره در  Aبيشترين و كمترين فاصله نقطه
 كنيم تا دايـره را درنقـاط   را رسم مي Aقطر گذرنده از  ،در اين حالت درون دايره باشد: Aنقطه الف)

M وN قطع كند. در اين صورتM به زديكترين نقطه از دايرهنA وN ترين نقطه از دايره رود
  باشد ولذا ميAبه

   R OA  بيشترين فاصلهA از دايره  
   R OA  كمترين فاصلهA از دايره  

كنـيم. نزديكتـرين نقطـه از     را رسم مـي  Aدر اين حالت، قطر گذرنده از روي دايره باشد:Aنقطه  ب) 
  باشد ولذا مي N، نقطه Aو دورترين نقطه از دايره  به ،Aخود Aدايره به

  R   از دايره Aبيشترين فاصله 2
       دايرهاز  Aكمترين فاصله 0

 دهيم تا دايره را وصل كرده امتداد مي (O)به مركز دايره Aاز ،در اين حالت دايره باشد: جخار Aنقطه  پ)
  باشد ولذا مي Aدورترين نقطه از دايره به Nو Aنزديكترين نقطه از دايره به Mقطع كند.  Nو Mدر 

  OA R  بيشترين فاصلهA از دايره  
  OA R  كمترين فاصلهA از دايره  

  

  باشد. شعاع دايره كدام است؟ مي 6و  10ترتيب  از يك دايره به Aبيشترين و كمترين فاصله نقطه :1
 1( 2  2( 4  3( 8   4( 2  8يا  
 روي دايره نيست زيرا بايد در ايـن صـورت   Aگيريم (نقطه دانيم دو وضعيت درنظر مي و دايره را نمي Aنقطهچون وضعيت  :پاسخ  

  .كمترين فاصله صفر باشد)

   
R OA

A R
R OA

OA R
A R

OA R

¾±ÅIÎ ¸ÄoTμ¨½oÄHj ·»nj ¾±ÅIÎ¸ÄoTzÃM
¾±ÅIÎ ¸ÄoTμ¨½oÄHj ZnIi ¾±ÅIÎ¸ÄoTzÃM

  
     

  
     

6 810
6 210
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صل 
ف

 داي
ول:

ا
ــ

  ـره

هـا روي   كـه مركـز همـه دايـره     گذرد ره ميياشمار د (شكل مقابل) بي Bو Aزاز دو نقطه متماي .1 
ها همـواره   هاي اين دايره شعاع ،گيرد. با توجه به شكل مقابل قرار مي ABخط عمودمنصف پاره

ABيعني .باشد مي ABا مساوي نصفبزرگتر ي
R   Aزااي كـه   كـوچكترين دايـره  . بنـابراين  2

ABقطر آن ABاي است كه گذرد، دايره مي Bو
(R )   مركز آن باشد. ABو وسط  2

  
  

ABخط پاره :2    گذرد؟ مي Bو Aاز 4مفروض است، چند دايره به شعاع  6
  شمار بي ) 3( 2  4  1 )2  صفر )1 

قـرار داشـته باشـند و     ABهايي بايد روي عمودمنصف مركز چنين دايره 1ذكر طبق ت پاسخ:  
OAهمچنين OB    :بنابراين .4

  ˆOAH : H OH OA AH OH           2 2 2 2 290 4 3 16 9 7 7  
  

 ،از آن 7بـه فاصـله   ABو در طـرفين  ABروي عمودمنصـف  Oو Oدرنتيجه دو نقطه  
  دايره وجود دارد. 2لذا  باشند و هاي موردنظر مي مركز دايره

   
  

xدو دايره به شعاعمفروض است. اگر تنها  6به طول  ABخط پاره :3 6   كدام است؟ xبگذرد، حدود Bو Aاز 1

 1(x 
1
6  2(x 1   3(x 

2
3  4( x 

1 2
6 3  

ABبايد داشته باشيم 1طبق تذكر  پاسخ:  
R  AB(اگر 2

R 
2

   بنابراين: .گذرد) مي Bو  Aباشد تنها يك دايره از 

     x x x     
6 26 1 6 42 3  

  
  

بـه   Aپاي عمـودي باشـد كـه از    Hمفروضند. اگر Aو نقطه dخط (فاصله نقطه از خط):يادآوري 
  گوييم. مي dازخط  Aرا فاصله نقطه AHخط شود، اندازه پاره رسم مي dخط

AH)است dاز ساير نقاط خط Aكوتاهترين فاصله نقطه (AH)واضح است كه اين فاصله AB) .  
    

    

  اوضاع نسبي يك خط و يك دايره
 
  

در اين حالت خط و دايره، هيچ نقطه مشتركي ندارنـد و فاصـله    خط خارج دايره است (متخارج):  .1
  مركز دايره تا خط از شعاع دايره بيشتر است.

   OH r  خطd خارج دايره است  
  
  
  

تنها يـك نقطـه مشـترك دارنـد و فاصـله       ،در اين حالت خط و دايره اس بر دايره است:خط مم  .2
  مركز دايره تا خط برابر شعاع دايره است.

  OH r  خطd بر دايره مماس است  
  
  

 دارند و فاصله مركز دايره تـا در اين حالت خط و دايره دو نقطه مشترك  اند: ره متقاطعياخط و د  .3
  خط از شعاع دايره كمتر است.

  OH r  خطd اند. و دايره متقاطع  
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  گويند. به خطي كه دايره را در دو نقطه قطع كند، خط قاطع مي .2 

  گي خط مماس بر دايرهويژ
 
  

اسـت. زيـرا    Fنقطـه  Oبـه نقطـه   d. نزديكترين نقطه خط مماس است Cبر دايره dفرض كنيم خط
OF دانيم مي R و هر نقطه ديگر از خطd ها از مركز دايره بيشتر خارج دايره است و بنابراين فاصله آن 

 زيرا اگر فـرض  .كند قطع مي Fر نقطهرا د dعمود كنيم، اين خط عمود، خط  dبه  Oاز شعاع است. اگر از 
 پاي عمـود  Mعمود است و dبر خط OMوجود دارد كه Mمانند يپس نقطه ديگر ،قطع نكند Fكنيم كه در

FMقرار دارد و Fو Nبين  Mهست كه dروي خط Nباشد. نقطه ديگري مانند  مي MN درنتيجه  

   
FM MN

ˆ ˆFMO NMO OMN OMF ON OF R

OM OM

 


       
 

90  

پس خـط   .، تناقض داردبر دايره dنيز روي دايره است و اين با فرض مماس بودن خط Nبنابراين نقطه
و خط مماس  OFشعاع ،اي روي دايره باشد نقطه Fعمود است. بنابراين اگر OFبر Fدر نقطه ،مماس

  هم عمودند. ،Fبر دايره در نقطه
نقطـه ديگـري    Mكنيم همچنين فرض مي عمود باشد. OFبه شعاع Fدر نقطه dكنيم حال فرض مي

OMچون .باشد dروي خط Fغير از OF درنتيجه نقطهM خارج دايرهC است. بنابراين خطd 
  :بنابراين .بر دايره مماس است dخط فقط يك نقطه مشترك دارد و در Cرهيابا د

  
  

  عمود باشد. Fبر شعاع گذرنده از  dمماس است اگر و تنها اگر خط  Cبر دايره Fدر نقطه dخط   
  

  طريقه رسم خط مماس بر دايره از يك نقطه روي دايره
 
  

Cاي روي دايره نقطه Fاگر (O, r)    باشد طبق ويژگي خط مماس، بـراي اينكـه در نقطـهF    ممـاس بـر
خـارج   OFعمودي بر خط Fوصل كرده سپس در نقطه  Fبه Oكافي است ابتدا از  ،دايره رسم كنيم

  بر دايره مماس خواهد بود. Fعمود است، بنابراين در Fكنيم. اين خط چون بر شعاع گذرنده از

  (چرا؟) .توان رسم كرد دايره ميدر هر نقطه از يك دايره تنها و تنها يك مماس بر آن  .3 

  چند تعريف اوليه
 
  

  .شود خطي كه يك سر آن مركز دايره و سر ديگر آن روي دايره باشد، شعاع ناميده مي پاره شعاع دايره:  .1
  ).شكل مقابلدر  ABشود (وتر  خطي كه دو سر آن روي دايره باشد، وتر دايره ناميده مي پاره وتر دايره:  .2
در شكل  MNشود (قطر گذرد، قطر دايره ناميده مي وتري از دايره كه از مركز دايره مي قطر دايره:  .3

  مقابل). واضح است كه قطر بزرگترين وتر دايره است. 
انـد.   هاي دايره رأس آن بر مركز دايره واقع است و اضلاعش، شعاع هاي است ك زاويه زاويه مركزي:  .4

  ).AOBˆ(زاويه
  )NMPˆ(زاويه .اند دايرهاز وتر  دو شاي است كه رأس آن روي دايره و اضلاع زاويه زاويه محاطي:  .5
اضلاع آن، وتـر دايـره و ضـلع ديگـرش      يكي از اي است كه رأس آن روي دايره و زاويه زاويه ظليّ:  .6

  )TEFˆماس بر دايره است. (زاويهم
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صل 
ف

 داي
ول:

ا
ــ

  ـره
محيط دايـره را بـه دو بخـش     ،گيريم. اين دو نقطه را روي دايره درنظر مي Bو Aدو نقطه كمان:  .7

  گوييم. ها، كمان يا قوس مي كنند، كه به هر يك از آن بخش تقسيم مي
 منظور كمان ABنويسيم  وقتي مي». ABكمان «خوانيم  نويسيم و مي مي ABصورت را به ABكمان -  

  .ACBنويسيم كنيم و مي استفاده مي Cباشد. براي نشان دادن كمان بزرگتر از نقطه كمكي مانند كوچكتر مي
  ناميم. دايره مي ها را نيم كند كه اين دو كمان هر قطر، دايره را به دو كمان مساوي تقسيم مي -  

شـود و واحـد آن درجـه اسـت.      همان اندازه زاويه مركزي مقابل بـه آن تعريـف مـي    ،اندازه كمان  .8
Ôارت ديگر اندازه زاويه مركزي برابر با اندازه كمان مقابل به آن است. يعني:عب به AB  

هـاي برابـر و    تواننـد انـدازه   هاي مختلف مي هاي دايره با توجه به شكل مقابل، واضح است كه كمان  .9
AB،Aازه هر سه كمانهاي نابرابر داشته باشند. اند ولط B  وA B   برابرند در صورتي كه طول

  ها نابرابرند. انماين ك
دست آوردن طول كماني  است لذا براي به 360يك كمان به اندازه ،باتوجه به اينكه محيط دايره  .10

  صورت زير عمل كنيم: توانيم به مي ABمانند
  ) برحسب راديان يعني/ 3 14(     ABAB ·Iμ¨ −¼ö·Iμ¨ ½pHkºH

½oÄHj ôÃd¶360  
  

  دست آوريد را به 60با اندازه ABمتر، طول كمان سانتي 4اي به شعاع  در دايره :1
  پاسخ:   

     /
/

AB ( )
AB cm

( )
·Iμ¨ −¼ö ·Iμ¨ −¼ö  


    
4 3 1460 8 4 4 18360 2 4 6 3 3   

     

 هاي مربوط به يك وتر و كمان نظير آن ويژگي
  

  كنيم. هاي مربوط به يك وتر از دايره و كمان نظير آن وتر را بررسي مي در زير ويژگي
  كند به عبارت ديگر ظير آن را نصف ميهاي ن در هر دايره، قطر عمود بر يك وتر، آن وتر و كمان  .1

   
AH HB

OD AB
AD DB AC CB»

  
 

  

  عبارت ديگر: كند. به شود، بر آن وتر عمود است و كمان نظير آن وتر را نصف مي مركز دايره، به وسط وتري از آن دايره وصل مي در هر دايره خطي كه از .2

 
OD AB

AH HB
AD DB

  


  

  عبارت ديگر: كند. به شود، بر وتر نظير آن كمان عمود است و آن وتر را نصف مي ز مركز دايره، به وسط كماني از آن دايره وصل ميدر هر دايره، خطي كه ا .3
  OD AB
AD DB

AH HB

   
  

  ).94جواب: صفحه   3و  2، 1هاي  (پرسش ده استتشريحي مطرح ش هاي  پرسشهاي فوق در بخش  اثبات ويژگي .4 

گـذرد و   دايـره مـي  خط حاصل از مركـز   امتدا پاره ،را به هم وصل كنيم ABو وسط كمان ABهاي فوق، اگر نقاط وسط وتر با توجه به ويژگي .5 
  عمود است. AB، بر وتر ABاين خط در وسط وتر 

خـط بـين دو دايـره     كنـد و دو پـاره   دو دايره هم مركز را قطع مي ،خطي مطابق شكل :2
  ط با هم برابرند.خ شوند. ثابت كنيد اين دو پاره محصور (محدود) مي

  كنيم. عمود مي dبر خط  O از پاسخ:   
OH AB AH HB

AH DH HB HC AD BC
OH DC DH HC

  
     

  
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NDدازه شعاع دايره كدام است؟بر هم عمودند. ان CDو ABمطابق شكل مقابل دو وتر  :4 NB )  AN)و 6 CN  2  
 1(5   2(2 5  3(3 5  4( 5  

  پاسخ:  
CDكنيم. بنابراين  از مركز دايره به هر يك از دو وتر عمود مي

CH HD   ABو 42
AK KB   42.  

NK AK AN OH      4 2 2 2  
ˆO H D : H r OH HD r


         2 2 290 4 16 20 2 5  

  
  

  هاي مربوط به دو وتر از يك دايره ويژگي
 
  

رابرند و بـرعكس.  ها نيز با هم ب هاي نظير آن . در هر دايره، اگر دو وتر با هم برابر باشند، آنگاه كمان1
  عبارت ديگر: به

 AB CD AB CD    
  
  

. در هر دايره، اگر دو وتر نابرابر باشند، كمان نظير وتر بزرگتر، از كمان نظير وتر كوچكتر، بزرگتـر  2
  :عبارت ديگر است و برعكس. به

 AB CD AB CD    
  
  

  :عبارت ديگر اند و برعكس. به ايره به يك فاصله. در هر دايره، وترهاي برابر، از مركز د3
  

AB CD OH OK    
  
  

كـه بزرگتـر اسـت، بـه مركـز دايـره نزديكتـر اسـت و بـرعكس.           . در هر دايره، از دو وتر نابرابر، آن4
  عبارت ديگر: به

AB CD OH OK    
  

    

  .)95و  94جواب: صفحات ـ  7تا  4هاي  (پرسش تشريحي مطرح شده است هاي  پرسشهاي فوق در بخش  اثبات ويژگي .6 
  

aو شعاع Oاي به مركز ، روي دايرهaوسط وترهايي به طول C(O,r)ثابت كنيد در دايره :3
r 

22
  گيرند. قرار مي 4

  پاسخ:   
اند و فاصله مركز تا هر يـك   دانيم در دايره وترهاي مساوي همگي از مركز به يك فاصله مي  

در وسط اين وترها. بنابراين وسط اين وترهـا همگـي از    از وترهاي مساوي، خطي است عمود
 .گيرنـد  قـرار مـي   OHو شـعاع  Oاي بـه مركـز   درنتيجه روي دايره .اند ك فاصلهمركز به ي

  كنيم. صورت زير محاسبه مي را به OHطول

a aˆO H B : H OH r OH r


       
2 22 2 290 4 4  
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صل 
ف

 داي
ول:

ا
ــ

  ـره

  گيرد؟ روي كدام دايره قرار مي 2، وسط وترهايي به طول 6و شعاع  Oز اي به مرك در دايره :5
 1(C (O, )6  2(C (O, )33  3(C (O, )34   4( C (O, )35  
  پاسخ:  
 و شـعاع  Oاي بـه مركـز    ، روي دايـره 6و شـعاع   Oاي بـه مركـز   يـره ادر د 2به طول قبل، وسط وترهايي  مسألهبا توجه به   

 
22 26 Cيعني .گيرند قرار مي 354 (O, )35.  

  

,C(Oدر دايره :6 ABدو وتر 6( x 2 CDو 1 x 2 از مركز دايـره دورتـر اسـت. در     ABباشند كه وتر  اي مي گونه به 4
  وجود دارد؟ xاين صورت چند مقدار صحيح براي

  شمار بي  ) 2( 1  3( 2  4  صفر )1 
  خ:پاس  
  بنابراين: .اولاً بايد طول اين وترها مثبت باشد  

   AB x x
x

CD x x x x

¥HoT{H
IÄ

     
 

         2 20

10 2 1 0 22
4 0 4 2 2

  

ABشود كه است نتيجه مي ردورت دايره از مركز ABثانياً از آنجا كه وتر   CD. :بنابراين  
   AB CD x x x x x xIÄ            2 22 1 4 2 3 0 1 3  

  بنابراين: .ترها از قطر دايره كوچكتر مساوي باشنداً بايد اين ولثثا  
   CD x x x         2 212 4 12 16 4 4  

x)هاي بنابراين اشتراك بازه   ) x)و 2 x )IÄ  1 )و 3 x )  4 xباشد كه مي xحدود تغييرات  4 3 است. در اين  4
xبازه هم تنها عدد    ، يك عدد صحيح است.4

  
  

  وتر ماكزيمم (بزرگترين ) و وتر مينيمم (كوچكترين) گذرنده از يك نقطه داخل دايره
 
  

Cنقطه دلخواه (غير مركز) درون دايره Aكنيم فرض مي (O, r) دانيم از نقطه باشد. ميA شمار وتـر   بي
، Aباشد و كـوچكترين وتـر گذرنـده از    مي A، قطر گذرنده ازAگذرد. بزرگترين وتر گذرنده از مي

  عمود باشد. Aبر قطر گذرنده (بزرگترين وتر) از Aوتري است كه در نقطه
  )95جواب: صفحه  ـ »8پرسش « تشريحي بيان شده است هاي  پرسش(اثبات در بخش 
  باشد. مي Aكوچكترين وتر گذرنده از PQو Aبزرگترين وتر گذرنده از MNرتدر شكل مقابل و

  
  

,C(Oدر دايره :7   كدام است؟ Aرنده ازين وتر گذدايره قرار دارد. اندازه كوچكتر واحد از مركز 2به فاصله  A، نقطه6(
 1(4 2  2(6 2   3(8 2  4( 10 2  
  پاسخ:  
  عمود باشد. بنابراين: Aز، وتري است كه بر قطر گذرنده اAكوچكترين وتر گذرنده از  

OA PQ PA AQ PQ

P A O : PA OP OA PA PQ


   

        2 2 2

1
2

36 4 32 4 2 8 2
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,C(Oدر دايره :8  Aزتوان رسم كـرد كـه ا   واحد از مركز دايره قرار دارد. چند وتر داخل دايره مي 2به فاصله  A، نقطه6(
  باشد؟ 8ها برابر با  بگذرند و طول آن

  صفر ) 4  شمار بي )3  2 )2  1 )1 
  پاسخ:  
8برابر با Aقبل طول كوتاهترين وتر گذرنده از تستطبق    8است و اين بدين معني است كه وتري با طول كمتـر از  2 2 

  وجود ندارد.
  
  

گذرنـد   يم ـ Aكـه از نقطـه   Cمفروض است. اگر طول كـوچكترين و بزرگتـرين وتـر از دايـره      Cدرون دايره Aنقطه :9
  تا مركز دايره چقدر است؟ Aباشد، فاصله نقطه 15و  12ترتيب  به

 1( 4    2(/4 5  3( 5  4( /5 5  
  پاسخ:  
بـر قطـر عمـود اسـت.      A، وتري است كه درAو كوچكترين وتر گذرنده از A، قطر گذرنده ازAبزرگترين وتر گذرنده از  

EAداريـم:  زيركند. بنابراين در شكل  همچنين قطر عمود بر وتر، وتر را نصف مي AF  Rو شـعاع دايـره   6 
15
 O. از 2

  كنيم: وصل مي Fبه

/

O A F : OA OF AF

OA ( ) OA


 

     

2 2 2

2 2 215 81 96 4 52 4 2
  

  

  انواع زوايا در دايره
 
  

صورت زير وجود دارد. برخي از اين زاويه در قبل تعريف شـده ولـي جهـت     نوع زاويه به 7طور كلي در دايره  به
  كنيم. يه اشاره كرده و اندازه هر يك را مشخص مينوع زاو 7يادآوري به هر 

انـد.   هاي دايره اي است كه رأس آن بر مركز دايره واقع است و اضلاعش، شعاع زاويه زاويه مركزي:  .1
Ôيعني: .اندازه زاويه مركزي برابر با اندازه كمان مقابلش است ،طبق تعريف AB  

  
  

شـود   ثابـت مـي   اند. اي است كه رأس آن روي دايره و اضلاعش دو وتر از دايره يهزاو زاويه محاطي:  .2
ABاندازه هر زاويه محاطي، برابر با نصف كمان مقابلش است. يعني

M̂  2   
  )96جواب: صفحه  ـ »9پرسش « تشريحي بيان شده است هاي  پرسش(اثبات در بخش   

  
  

است كه رأس آن روي دايره و يكي از اضلاع آن، وتـر دايـره و ضـلع ديگـرش      اي زاويه زاويه ظليّ:  .3
 ـ   ابت ميمماس بر دايره است. ث  .بـا نصـف كمـان مقـابلش اسـت      بـر ي، براشود اندازه هـر زاويـه ظلّ

ABˆBATيعني  2.  
  )96جواب: صفحه ـ  »10پرسش « تشريحي بيان شده است هاي  پرسش(اثبات در بخش    

  

اي است كه از برخـورد   خارجي): زاويه يزاويه وتريا  قاطع(زاويه بين دو  :زاويه بين امتداد دو وتر  .4
  شود. امتداد دو وتر از دايره، در خارج دايره ايجاد مي

هـاي روبـرويش.    شود اندازه اين زاويه برابر است با نصف قدرمطلق تفاضـل انـدازه كمـان    ثابت مي   

يعني: 
 BC AD

P̂


 2  
   )96جواب: صفحه ـ  »11پرسش « تشريحي بيان شده است هاي  پرسش(اثبات در بخش   
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صل 
ف

 داي
ول:

ا
ــ

  ـره
  .شود داخل دايره ايجاد ميدر اي است كه از برخورد دو وتر  (زاويه وتري داخلي): زاويه زاويه بين دو وتر  .5

  اي روبـرويش. ه ـ شـود انـدازه ايـن زاويـه برابـر اسـت بـا نصـف مجمـوع انـدازه كمـان            ثابت مي   
يعني:   BC AD

P̂
 2   

  )96جواب: صفحه  ـ »12پرسش « تشريحي بيان شده است هاي  پرسشبخش (اثبات در   
  

  .شود اي است كه از برخورد دو مماس بر يك دايره و در خارج دايره ايجاد مي زاويه زاويه بين دو مماس:  .6
هاي روبرويش. يعني:  است با نصف قدرمطلق تفاضل اندازه كمانشود اندازه اين زاويه برابر  ثابت مي  

 ACB AB
P̂


 2  

  )96جواب صفحه  ـ »13پرسش « تشريحي بيان شده است هاي  پرسش(اثبات در بخش 
  
  

 اي است كه از برخورد امتـداد يـك   (زاويه بين امتداد وتر و مماس): زاويه زاويه بين قاطع و مماس  .7
  شود. دايره ايجاد مي جك مماس بر دايره، در خاروتر و ي

  هـاي روبـرويش.    شود اندازه اين زاويه برابر است با نصف قـدرمطلق تفاضـل انـدازه كمـان     ثابت مي  

يعني: 
 BT AT

P̂


 2  
  )97جواب صفحه ـ  »14پرسش « تشريحي بيان شده است هاي  پرسش(اثبات در بخش 

  

  عبارت ديگر: به .هاي محصور (محدود) بين دو وتر موازي، با هم برابرند در هر دايره، كمان .1

 AB || CD AD BC   

  گيريم. كمك مي ،موازي و موربكنيم و از قضيه خطوط  وصل مي Cبه Aاز 
   ˆ ˆC AAB || DC BC ADˆ ˆA C BC AD

AC
kºHÂöId¶ »

Jn¼¶
      


1 11 1 2 2  

باشد يعني ممكن است دو كمان با هـم برابـر باشـند     نمي ارقرتوجه شود كه عكس مطلب فوق بر   
مقابلدر شكل  ولي وترهاي مربوطه با هم موازي نباشند. AD BC    ولـي دو وتـرAB وCD 

  موازي نيستند!
  

  الساقين است. اي كه رئوس آن بر روي يك دايره باشد، حتماً متساوي توان گفت ذوزنقه مي 1با توجه به نكته    
 AB || DC AD BC AD BC     

  

هاي محصور (محدود) بين يك وتر و مماس موازي با آن،  در هر دايره، كمان )1ت خاص نكته (حال .2
عبارت ديگر: با هم برابرند. به xy || DC AD AC   

 عمل كنيد. 1اثبات: مشابه اثبات نكته   
  
  
  

Âاست. اگر مركز دايره Oدر شكل زير :10  75 وB̂  50  در اين صورت مقدارx كدام است؟  
  1(30   2(35  3(40  4(45  

ACبنابراين: .اند محاطي Âو D̂ايزواي پاسخ:   x DCو 2  150دانـيم  . ميCDE  180 ،
DEدرنتيجه  30 زاويه .B̂ لذا و ،وتر است زاويه بين دو:  

 AC DE x
B̂ x

        2 3050 352 2  
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CDموازيند. CDو ABدر شكل زير، وترهاي  :11  100  وT وسط كمانAB زاويهاست .x كدام است؟  
1( 20  2(25  3(30   4 (35  

 ـ CDو ABاز آنجا كه وترهـاي  پاسخ:   شـود كـه   نتيجـه مـي   ،دموازين AD BC.   از طرفـي
  لذا و ،محاطي است B̂زاويه

   ADC AD
B̂ AD BC

        10080 602 2  

     TB
ATB (AD BC) ( ) AT TB xÂöId¶                       

70140360 100 360 100 120 140 70 352 2 2  
  

ˆدر شكل مقابل اگر :12 ˆBAC ABD   است؟ چند برابر زاويه باشد، آنگاه زاويه 3

  1 (3
2     2( 2    

  3(4
3    4( 3  

ABDˆكنيم فرض مي پاسخ:   x .بنابراينˆBAC x   :درنتيجه .باشند اند ولذا نصف كمان روبرويشان مي محاطي BACˆوABDˆ. زواياي3

   
 

 

ADˆABD AD x

BCˆBAC BC x

  

  

22
62

  

از طرفي:    BC AD x x
x x      6 2 2 22 و 2 BC AD x x

x    6 2 42 بنابراين. 2  2.  
  
  

,C(Oدر دايره :13 R) ،شكل مقابلAB R وCD R   كدام است؟ Pمقدار زاويه .باشند مي 2

  1 (20    2(/ 22 5    
   3( 15    4( 30  

  داريم: .كنيم وصل مي Dو Cو B و Aبه Oاز  پاسخ:  




 ˆOA OB AB R OAB AOB AB DC AB
P̂

ˆOD OC R CD R DOC DOC DC

Ì°ò¯H Á»IvT¶
» ¾Ä»Hq²H ´GI¤

                 
         

60 60 90 60 152 22 90 90
  

  
  

Âمركز دايره و Oدر شكل مقابل :14  58 است. اندازه كمانAE كدام است؟  

    1 (64    2(68    
  3(  72    4( 74  

ظلّي است و بنابراين Aزاويه پاسخ:   AF
Â AF   1162. :همچنين  

     AFB AF FB FB FB AE                180 180 116 180 64 64  
  

انـد، روي چـه    ممـاس  dبر خط Aهايي كه همگي در نقطه ن مفروض است. مركزهاي همه دايرهروي آ Aو نقطه dخط :4
  دارد؟ dشكلي هستند؟ اين شكل چه وضعي نسبت به خط

بر  Aدر نقطه هايي كه همگي مطابق شكل مقابل، مركزهاي همه دايره پاسخ:   
d)گيرند روي يك خط قرار مي ،اند مماس dخط )    كه با توجـه بـه اينكـه ،

بـر   Aمماس بر شعاع گذرنده از آن نقطه عمود است، ايـن خـط در نقطـه   
  شود. عمود مي dخط
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 كند. ثابت كنيد، در هر دايره قطر عمود بر يك وتر، آن وتر و كمان نظير آن را نصف مي .1 

  
شود، بر آن وتر عمود است و كمـان نظيـر آن وتـر را     دايره، به وسط وتري از آن دايره وصل ميثابت كنيد، در هر دايره خطي كه از مركز  .2 

 كند. نصف مي

  
ان عمـود اسـت و آن وتـر را    شود، بر وتر نظير آن كم ثابت كنيد، در هر دايره خطي كه از مركز دايره، به وسط كماني از آن دايره وصل مي .3 

 كند. نصف مي

 

 ها نيز با هم برابرند و برعكس. هاي نظير آن ثابت كنيد، در هر دايره، اگر دو وتر با هم برابر باشند، آنگاه كمان .4 

  
 ثابت كنيد، در هر دايره، اگر دو وتر نابرابر باشند، كمان نظير وتر بزرگتر، از كمان نظير وتر كوچكتر، بزرگتر است و برعكس.  .5*

  
 .و برعكساند  ثابت كنيد، در هر دايره، وترهاي برابر، از مركز دايره به يك فاصله .6 

  
 .ثابت كنيد، در هر دايره، از دو وتر نابرابر، آن كه بزرگتر است، به مركز دايره نزديكتر است و برعكس  .7 

  
  عمود باشد. Aبر قطر گذرنده از Aگذرد، وتري است كه در نقطه داخل دايره مي Aاز نقطهثابت كنيد، كوچكترين وتري كه  .8 

  
 ر با نصف كمان مقابلش است.ثابت كنيد، اندازه هر زاويه محاطي، براب .9 

  
 ثابت كنيد، اندازه هر زاويه ظلّي، برابر با نصف كمان مقابلش است. .10 

  

  
شود برابر است با نصف قدرمطلق تفاضل اندازه  متداد دو وتر از دايره، در خارج دايره ايجاد مياي كه از برخورد ا ثابت كنيد، اندازه زاويه .11 

 هاي روبرويش. كمان

  
 هاي روبرويش. مجموع اندازه كمانشود برابر است با نصف  اي كه از برخورد دو وتر داخل دايره ايجاد مي ثابت كنيد، اندازه زاويه .12 

  

  
شود برابر است با نصف قـدر مطلـق تفاضـل     اي كه از برخورد دو مماس بر يك دايره و در خارج دايره ايجاد مي ثابت كنيد، اندازه زاويه .13 

 هاي روبرويش. اندازه كمان
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شـود برابـر اسـت بـا نصـف       اي كه از برخورد امتداد يك وتر و يك مماس بر دايره، در خارج دايـره ايجـاد مـي    ثابت كنيد، اندازه زاويه .14 
 هاي روبرويش. قدرمطلق اندازه كمان

  
  
  
  

 

  اند. هاي زير درست و كدام نادرست يك از گزاره كدام .15 
  همه زواياي مركزي يك دايره متساويند. -  
  رأس هر زاويه مركزي از يك دايره بر مركز آن دايره واقع است. -  
  هر دايره فقط شامل دو نيم دايره است. -  
  دايره، يك كمان از دايره است. هر نيم -  
  دارد. هر دايره فقط يك قطر -  
  هر دايره با هر وتر آن تنها در دو نقطه مشترك است. -  
  هر قطر دايره، وتري از دايره است. -  
  هر وتر دايره، يك قطر دايره است. -  
  اند. قطرهاي يك دايره هم اندازه -  
  اند. بعضي از وترهاي يك دايره شعاع دايره -  
  كند. ، قطري است كه بر آن نقطه مرور ميگذرد بزرگترين وتري كه از يك نفطه داخل دايره مي -  

  
  اي درست باشد. عبارات زير را چنان كامل كنيد كه هر يك، گزاره  .16 
  دارند. ..................هاي مركزي  هاي مساوي يك دايره، زاويه كمان-  
  هاي مركزي مساوي دارند. زاويه ..................هاي  ندر دو دايره نامساوي، كما -  
  است. ..................اي از نقاط  هر شعاع از يك دايره، زير مجموعه -  
  . ..................نيمساز هر زاويه مركزي از يك دايره، كمان نظير آن زاويه را  -  

 

ABخط پاره .17     مفروض است. 4
  ؟گذرند مي Bو Aالف) چند دايره از نقاط  
  گذرد؟ مي Bو Aاز 4ب) چند دايره به قطر   
  گذرد؟ مي Bو Aاز 4عاع پ) چند دايره به ش  
  گذرد؟ مي Bو Aاز 3ت) چند دايره به قطر   

  گذرد؟ مي Bو Aاز 3ث) چند دايره به شعاع   

  
ABمركز دايره است. اگر O،شكل مقابلدر  .18  10 وCD  OHو 8 x 6 و OH x  2 3 

 .را تعيين كنيد xحدود ،باشد

  

  
Cاز مركز دايره 2به فاصله  Mنقطه  .19  (O,   د.دست آوري قرار دارد. طول كوچكتري و بزرگترين وتر گذرنده از اين نقطه را به 5(

  
ABقطر دايره است و ACدر شكل روبرو .20  ACثابت كنيد دايره از وسط .BC گذرد. مي  
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AOBˆانـد كـه   چنان اختيار شـده  Oبر يك دايره به مركز Cو Bو Aنقطه سه .21   75 وˆBOC  136   و دو زاويـه در دو طـرفOB 
 را تعيين كنيد. ACهستند. اندازه كمان

  
Cبر دايره .22  (O,  واحد باشد. 4واحد از مركز دايره واقع است، به فاصله  6كه به فاصله  Aنقاطي تعيين كنيد كه از نقطه 4(

 

Cدو وتر مساوي از دايره .23  (O, R) در نقطهM آينـد،   وي دو وتـر پديـد مـي   اطع روسيله نقطه تق ـ هايي كه به خط اند. ثابت كنيد پاره متقاطع
 دو مساوي يكديگرند. هبدو

  
 گذرند، مساويند. ثابت كنيد هر دو وتر موازي كه بر دو انتهاي يك قطر از دايره مي  .24 

  
 اند. گذرند و در دو طرف قطر قرار دارند، موازي نيد هر دو وتر مساوي كه بر دو انتهاي يك قطر از دايره ميثابت ك .25 

  
  با توجه به شكل مقابل به هر يك از موارد زير پاسخ دهيد: .26 

yاگر الف)    140، نگاه مقدار زاويهآx دست آوريد. را به  
x̂ب) اگر     165آنگاه اندازه كمان ،y

 دست آوريد. را به 
  

 

  با توجه به شكل روبرو: .27 
POو 10 طول شعاعالف) اگر       دست آوريد. را به ABو APآنگاه طول، 6
OCب) اگر    CQو 2 OQ، هاي خط آنگاه طول پارهCQ،DQ وCD دست آوريد. را به  

  

  
CA، داريمCIو به قطر Oدر دايره به مركز .28  || ONثابت كنيد . AN NI. 

  
  
  
  
  
  

 

  باتوجه به شكل مقابل ثابت كنيد: .29 

ADالف) اگر   BCآنگاه ،AC BD.  
ACب) اگر   BDآنگاه ،AD BC.  

  
 دست آوريد. متر هستند. اندازه وتري از دايره بزرگتر را كه بر دايره كوچكتر مماس است، به سانتي 3و  5هاي دو دايره هم مركز  شعاع .30 

  
BOCˆقطر دايره و ACكل مقابلدر ش .31   70 و خطAT در نقطهA    .بر دايره ممـاس اسـت

 را تعيين كنيد. TABˆاندازه زاويه
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  هاي زير تعيين كنيد. را در هر يك از شكل مقادير مجهول .32 
  
  
  

    (الف)  (ب)    (پ)    (ت)      

  
ABدر شكل مقابل .33  AC وCT  نقطـه  مماس بر دايـره درC وAC  140    اسـت. انـدازه

 دست آوريد. را به BCTزاويه

 
  

  
 .را محاسبه كنيد Aدر شكل مقابل اندازه زاويه .34 

 
  
  

  

  
CDدايره و مركز نيم Oدر شكل مقابل .35  || ABاندازه كمان .CD دست آوريد. را به 

  
 

  
Cدر دايره .36  (O, R)،AB  60 وAB 10فاصله .O از وترAB دست آوريد. را به 

  
است و بـر ايـن خـط ممـاس هسـتند، روي چـه شـكلي         Rها مقدار ثابت هايي كه شعاع آن مفروض است. مركزهاي همه دايره dخط .37 

 دارد؟ dهستند؟ اين شكل چه وضعي نسبت به 
  

 

  ممـاس باشـد.    mمتـر بـوده و بـر    سـانتي  2و شـعاع آن   nاي رسم كنيد كه مركز آن روي  اند. دايره متقاطع Aدر نقطه nو mدو خط .38 
 (از نتيجه سؤال قبل استفاده كنيد)

 

Cدايره .39  (O, R) مفروض است. از نقطهM ايم كه دايـره   در خارج دايره خطي چنان رسم كرده
AMقطع كرده است وBو Aرا در دو نقطه R:ثابت كنيد .  3. 

  
Cز دايرها CDو ABدو وتر .40  (O, R) اي مانند در نقطهP طوري كه اند به درون دايره متقاطعP̂ ( x )  7 هاي مقابـل بـه آن از    و كمان 11

)دايره x)2 و(x ) 88 باشند. اندازه زاويه ميP دست آوريد. را به 

  
Cدو وتر عمود بر هم از دايره .41  (O, R) هـاي دو كمـان از چهـار كمـان مزبـور      اند. اگر انـدازه  بر دايره چهار كمان پديد آورده40 و60 

 هاي دو كمان ديگر را تعيين كنيد. باشند، اندازه
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