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مفاهیم اولیه و زاویه‌ها در دایره1.1

که در پایه‌های قبل با تعریف و برخی ویژگی‌های آن آشنا شدید. برای درک بهتر مطالب مربوط به دایره این  دایره یکی از اشکال مهم در هندسه است 

کرده‌ایم. کلی تقسیم‌بندی  درس را به 3 بخش 

مفاهیم اولیه 	1 	
در این بخش ما سه موضوع اصلی و اساسی را مورد بررسی و یادآوری قرار می‌دهیم، یکی تعریف اولیه است، دیگری وضعیت نقطه و دایره و در آخر 

وضعیت خط و دایره.

تعاریف 	

گویند. دایره C به مرکز O و شعاع r را به  که از یک نقطه ثابت )مرکز( به یک فاصله )شعاع( باشند دایره   دایره: مجموعه تمام نقاطی در صفحه را 

C نمایش می‌دهیم. r(O, ) صورت

که یک سر آن مرکز دایره و سر دیگر آن نقطه‌ای روی دایره باشد.  شعاع دایره: پاره‌خطی 

که دو سر آن روی دایره باشد.  وتر دایره: پاره‌خطی 

که از مرکز دایره می‌گذرد.  قطر دایره: وتری از دایره 

وضعیت نقطه و دایره 	

C سه وضعیت دارد این وضعیت‌ها با توجه به فاصلۀ نقطۀ A از مرکز دایره به صورت زیر است: O r( , ) هر نقطه مانند A از صفحه نسبت به دایره

OA: نقطه A روی دایره قرار دارد. r= OA : نقطه A درون دایره قرار دارد.1  r< OA: نقطه A بیرون دایره قرار دارد.2  r>  3

کدام مقدار برای x قابل قبول است؟.11  OM x= C باشد. با فرض2 O x( , )3 2− گر نقطۀ M درون دایرۀ ا

 2 )4 	 2
3

)3 	 1
2

)2 	2 )1

ینۀ )4( گز پاسخ: 

کمتر از شعاع باشد پس داریم: گر نقطۀ M درون دایره باشد فاصله‌اش تا مرکز دایره باید  نقشۀ راه: ا

 OM R x x x x x x x< ⇒ < − ⇒ − + < ⇒ − − < ⇒ < <2 23 2 3 2 0 1 2 0 1 2( ) ( ) �

x می‌رسد و تأثیری در جواب ندارد، بنابراین تنها مقدار  > 2
3

که به نامعادلۀ  3 2 0x − > از طرفی شعاع دایره نمی‌تواند عددی منفی باشد پس
2 است. 1 4= / قابل قبول

درس 1: مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره
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و  باشد   C O R( , ) دایرۀ درون   A نقطۀ  گر  ا  1

کمترین فاصلۀ نقاط  OA، آنگاه بیشترین و  d=

دایره تا نقطۀ A مطابق شکل برابر است با:

min = = −AM R d
max = = +AN R d

و  باشد   C(O,R) دایرۀ  از  خارج   A نقطۀ  گر  ا  2

کمترین فاصلۀ نقاط  OA، آنگاه بیشترین و  d=

دایره تا نقطۀ A با توجه به شکل برابر است با:

min = = −AM d R
max = = +AN d R

کمترین فاصلۀ A تا نقاط دایره برابر 18 باشد .22 گر مجموع بیشترین و  C بیشتر از شعاع دایره است. ا R(O, ) فاصلۀ A تا مرکز دایرۀ 
طول AO چقدر است؟

9 −R )4 	18 )3 	9 +R )2 	9 )1

ینۀ )1( گز پاسخ: 

کمترین فاصلۀ نقاط دایره تا نقطۀ  ج از دایره است چون فاصله‌اش تا مرکز، بیشتر از شعاع دایره است. بنابراین بیشترین و  نقشۀ راه: نقطۀ A خار

d است: R d R+ −, A برابر

 ( ) ( )d R d R d d OA− + + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =18 2 18 9 9 �

اوضاع نسبی یک خط و یک دایره 	

که برای بررسی آنها باید فاصلۀ مرکز دایره تا خط را داشته باشیم در این صورت وضعیت‌های زیر  خط و دایره نسبت به یکدیگر سه وضعیت دارند، 

قابل بررسی است:

کی ندارند و خط را نسبت به دایره غیرقاطع می‌نامیم. )خط خارج از دایره است.( 1 غیر قاطع: خط و دایره هیچ نقطه اشترا

OH r>

که خط را نسبت به دایره قاطع می‌نامیم. ک دارند  2 قاطع: خط و دایره در دو نقطه اشترا

OH r<

ک دارند و خط را بر دایره مماس می‌نامیم. 3 مماس: خط و دایره در یک نقطه اشترا

OH r=
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دو شرط برای مماس بودن خط بر دایره

گر فاصلۀ مرکز دایره از خط برابر شعاع دایره باشد. گر و تنها ا 1 یک خط بر دایره مماس است، ا

گر این خط بر شعاع دایره در نقطۀ تماس عمود باشد. گر و تنها ا 2 یک خط بر دایره مماس است ا

که از خط d به فاصلۀ واحد باشند؟.33 C قرار دارد. چند نقطه روی دایره می‌توان یافت  O( , )5 خط d به فاصلۀ 3 واحد از مرکز دایرۀ 
4( چهار 3( سه	 2( دو	 1( صفر	

ینۀ )4( گز پاسخ: 

که به فاصلۀ k واحد از یک خط قرار دارند واقع بر دو خط موازی آن و  نقشۀ راه: می‌دانیم نقاطی 

به فاصلۀ k واحد از خط هستند بنابراین دو خط موازی با d و به فاصلۀ واحد از آن رسم می‌کنیم با 
توجه به مقادیر شعاع دایره و فاصلۀ خط از مرکز دایره، این دو خط دایره را در 4 نقطه قطع می‌کنند.

زاویه‌ها 	2 	
که می‌تواند درون دایره  گر یک زاویه و یک دایره داشته باشیم با توجه به موقعیت رأس زاویه  ا

کرد و در  )حتی مرکز دایره(، روی دایره یا بیرون دایره باشد، حالت‌های مختلفی می‌توان تصور 

کمان‌های دایره ارتباط دهیم. در این بخش قرار است  هر حالت اندازۀ زاویه را می‌توانیم به 

کنیم:  این حالت‌ها را بررسی 

زاویه مرکزی 	

که رأس آن بر مرکز دایره واقع است و اضلاع آن دو شعاع از دایره است، زاویۀ مرکزی نام دارد.  تعریف: زاویه‌ای 

کتاب درسی مطرح شده است. نکات مهم زیر دربارۀ زاویۀ مرکزی در 

کمان روبه‌رو می‌باشد.  بنا به قرارداد اندازۀ زاویۀ مرکزی برابر 

α = =AOB AB� �

 منظور از 
ً

AB را روی دایره مشخص می‌کند و معمولا کمان  B , A، دو  کمان: هر دو نقطه از دایره مانند   

کوچک‌ترِ مشخص شده توسط A و B است. کمان   AB

کمان تعریف می‌شود و واحد آن درجه است. کمان: همان اندازه زاویه مرکزی مقابل به آن   اندازه 

کمان از رابطۀ زیر به دست می‌آید: 360 است. طول  کمان  کمان: با توجه به اینکه محیط دایره یک   طول 

FO
R

M
UL AB AB� �

�
 ·Iµ¨ ½pHkºH  ·Iµ¨ Ï¼ö

½oÄHj ôÃd¶
 

360
=
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درس 1

 CD کمان در نیم‌دایرۀ شکل مقابل CD با قطر موازی است. اندازۀ  	 	

)تمرین کتاب درسی( چقدر است؟�

75  )1

60  )2

80  )3

4( قابل محاسبه نیست.

زاویۀ  است.  مماس  دایره  بر   AT و  دایره  مرکز   O مقابل  شکل  در  	 	

TAB چقدر است؟

80  )1

50  )2

100  )3

65  )4

کدام   .AC = AB و  است  مماس  دایره  بر   AC روبه‌رو  شکل  در  	 	

نتیجه‌گیری درست است؟

1( مثلث ABD قائم‌الزاویه است.

2( مثلث ABD متساوی‌الساقین است.

3( مثلث ADC متساوی‌الساقین است.

BD )4 قطر دایره است.

گر  در شکل زیر AB = AC و دایره در نقطۀ C بر BC مماس است. ا 	 	

AMD چقدر است؟ کند، زاویۀ ارتفاع AH دایره را درM قطع 

10  )1

12  )2

15  )3

18  )4

 DF� �= 18 و   DE� �= 34 و   BF CD مقابل  شکل  دایرۀ  در  	 	

DAE چقدر است؟ اندازۀ زاویۀ 

35  )1

17  )2

26  )3

40  )4

46 

47 

48 

49 

50 

 A EF زاویۀ  = °105 DF و  = °25 BD و  CF با توجه به شکل  	 	

)فعالیت کتاب درسی( چقدر است؟�

65  )1

52 5/   )2

40  )3

25  )4

کمان‌های CF و CE هستند. زاویۀ  در شکل زیر نقاط B و D وسط  	 	

A چقدر است؟

40  )1

50  )2

60  )3

70  )4

چقدر   AD کمان  باشد،   CD = BC = AB گر  ا مقابل  شکل  در  	 	

است؟

60  )1

40  )2

20  )3

80  )4

چقدر   M زاویۀ   CD R= 3 و   AB=R گر  ا روبه‌رو  شکل  در  	 	

است؟

90  )1

75  )2

100  )3

60  )4

P چقدر  CD و BD=PD زاویۀ  BC AB  = = گر  در شکل مقابل ا 	 	

است؟

180
5

 )1

180
10

 )2

180
7

 )3

180
9

 )4

51 

52 

53 

54 

55 
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اندازۀ  به  توجه  با  است  مماس  دایره  بر   AB مقابل  شکل  در  	 	

کمان‌های داده شده زاویۀ A چقدر است؟

44  )1

36  )2

45  )3

54  )4

 A زاویۀ   AC = BC و  است  مماس  دایره  بر   AB مقابل  شکل  در  	 	

چقدر است؟

30  )1

50  )2

45  )3

40  )4

D چقدر است؟ گر AB = AC زاویۀ  در نیم‌دایرۀ شکل مقابل ا 	 	

18  )1

15  )2

22 5/   )3

20  )4

کدام است؟  A زاویۀ AB OM در نیم‌دایرۀ شکل مقابل  	 	

36  )1

48  )2

40  )3

54  )4

چقدر   M زاویۀ  باشد،  برابر  دایره  شعاع  با   MA گر  ا شکل  مطابق  	 	

)مشابه تمرين كتاب درسي( است؟ )O مرکز دایره است(�

37 5/   )1

30  )2

15  )3

25  )4

 ACD� �= 10 گر  در نیم‌دایرۀ شکل مقابل AD با شعاع برابر است ا 	 	

کمان CE چقدر است؟ اندازۀ 

40  )1

70  )2

60  )3

50  )4

56 

57 

58 

59 

60 

61 

گر  ا می‌گذرد   D نقطۀ  از   AC و  برابرند  دایره  دو  مقابل  شکل  در  	 	

کدام است؟  BAC �ABC زاویۀ  �= 80

60  )1

40  )2

50  )3

80  )4

B اندازۀ  A� �= 2 گر  در شکل مقابل AT بر نیم‌دایره مماس است. ا 	 	

CT چقدر است؟ کمان 

54  )1

80  )2

60  )3

72  )4

در شکل زیر زاویۀ x چند برابر زاویۀ y است؟ 	 	
5
3

 )1

4 )2

2 )3

3 )4

گر مجموع دو  در شکل مقابل AB و AC بر دایره مماس هستند. ا 	 	

کدام است؟  BC کمان  150 باشد. اندازۀ  A برابر  D و  زاویۀ 

80  )1

72  )2

60  )3

90  )4

کدام است؟  x در شکل زیر 	 	

125  )1

120  )2

115  )3

110  )4

BC بر  AB و  ABC محاط شده و  در شکل نیم‌دایره درون مثلث  	 	

CED چقدر است؟ گر AB = CD زاویۀ  نیم‌دایره مماس هستند. ا

150  )1

120  )2

90  )3

135  )4

62 

63 

64 

65 

66 

67 



70

5451 	

دارد  دایره  شعاع  با  نسبتی  آنها  اندازۀ  که  وترهایی  راه:  نقشۀ 

�AB و در حالتی  �= 60 AB آنگاه  R= گر  کمان‌های خاص دارند. ا

�CD پس داریم: �= 120 CD آنگاه  R= 3 که 

AMB AB CD AMD� � � �
� �

� �= + = + = ⇒ =
2

60 120
2

90 90 �

5553 	

کمان‌های برابر متناظر با وترهای مساوی هستند.  تحلیل و محاسبه: 

AD آنگاه داریم: x = گر  یعنی ا

BD PD B P x BC AD x BC x= ⇒ = = ⇒ − = ⇒ =� � � � �
2 2 2

2 �

⇒ = = =CD BC AB x   2 �

⇒ + + + = = ⇒ =AB BC CD AD x x� � � � �
�

7 360 360
7

�

⇒ = =P x�
�

2
180
7

�

5651 	
 360 کمان‌های دایره برابر کل  تحلیل و محاسبه: می‌دانیم مجموع 

است پس:

5 4 40 360 32x x x x+ + + = ⇒ =   �

A BD BC� � � � �
�= − = − =

2
180 72

2
44 �

5754 	
از  و  می‌نویسیم   A زاویۀ  برحسب  را  کمان‌ها  محاسبه:  و  تحلیل 

A پس  x = گر  زاویه‌های ظلی و بیرون از دایره استفاده می‌کنیم. ا
BC x = 2 ABC زاویۀ ظلی است و  x =

A BD BC x BD x� � � �= − = ⇒ =
2

4 �

DBC است پس: CD نیز دو برابر  کمان 

CD� �= 120  �

360 است یعنی: کمان‌های دایره  مجموع 

2 4 120 360 40x x x+ + = ⇒ =   �

5852 	
 AC و  AB کمان‌های و  است  محاطی   B زاویۀ  محاسبه:  و  تحلیل 

برابرند.

B ACE AB AC� � � �� � �= ⇒ = ⇒ = =55 110 70 �

⇒ = − =CE� � � �110 70 40 �

⇒ = − = − =D AB CE� � � � �
�

2
70 40
2

15 �

5952 	
نقشۀ راه:‌ با توجه به موازی بودن AB و OM و تساوی پاره‌خط‌های 

کنیم می‌توانیم از این اطلاعات استفاده  گر از O به B وصل  OA و OB ا
A داریم: x = گر کنیم پس ازO بهB وصل می‌کنیم ا

A ABO BOM x BM x MC x� � � � �= = = ⇒ = ⇒ = �

⇒ = −AB x� �180 2 �

D AB MC x x� � �
� �

�
= = − ⇒ = − −18

2
18 180 2

2
�

⇒ = ⇒ =3 144 48x x  �

6064 	
 نقشۀ راه: از مرکز دایره به A وصل می‌کنیم تا بتوانیم از تساوی MA با 
M داریم: x = گر  کنیم پس با توجه به شکل ا شعاع دایره استفاده 

MA AO BO AOM x OAB OBA x= = ⇒ = = =� � �, 2 �

⇒ = = ⇒ =BOC x x� � �3 75 25 �

6163 	
 Dرا به Oبا شعاع دایره نقطۀ AD نقشۀ راه: برای استفاده از تساوی

وصل می‌کنیم:

AD DO OC CDE ACD CE= = ⇒ = = ⇒ =� � �� �3 30 60 �
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6263 	
نقشۀ راه: در حالتی که دو دایرۀ متقاطع با هم برابرند کمان‌های نظیر وتر 

مشترک دو دایره برابرند، یعنی زاویه‌های محاطی روبه‌رو به آنها برابرند:

A C B� � ��
�= = − =180

2
50 �

6364 	
 A زاویۀ  برحسب  را  کمان‌ها  و  زاویه‌ها  اندازۀ  محاسبه:  و  تحلیل 

CT از طرفی: x = 4 B یعنی  x = 2 A پس  x = گر  می‌نویسیم. ا

A BT CT BT x� � � �= − ⇒ =
2

6 �

BT CT x CT� � �� � �+ = ⇒ = ⇒ =180 18 72 �

6462 	
همانند  دایره  بیرون  و  درون  زاویه‌های  اندازۀ  محاسبه:  و  تحلیل 

کمان‌ها به‌صورت زیر است: زاویه‌های x و y بر حسب 

x

y
x y

= + =

= − =










⇒ =

5 3
2

4

5 3
2

4

α α α

α α α
�

6563 	
برحسب  را  محاطی  و  دایره  بیرون  زاویه‌های  محاسبه:  و  تحلیل 

کمان‌ها می‌نویسیم پس:

A BDC BC D BC� � � � �= − =
2 2

, �

A D BDC BDC� � � �� �+ = = ⇒ =
2

150 300 �

⇒ = − =BC� � � �360 300 60 �
6661 	

کمان‌ها  برحسب  را  دایره  در  زاویه‌های محاطی  محاسبه:  و  تحلیل 

می‌نویسیم. زاویه‌های روبه‌رو در دایره مکمل هم هستند پس:

A x� �= −180 �

EFD زاویۀ خارجی برای مثلث ACF است پس: زاویۀ 
EFD x� � �= + −30 180 �

مجموع زاویه‌های مثلث DEF را می‌نویسیم:
40 30 180 180 180 125     + + − + − = ⇒ =( ) ( )x x x �

676.2 	
این  طول  کنیم  رسم  مماس  دایره  بر  نقطه  یک  از  گر  ا راه:  نقشۀ 

مماس‌ها با هم برابر است و نقطۀ D وسط وتر مثلث قائم‌الزاویه است 
کنیم میانۀ وارد بر وتر بوده و نصف وتر  D وصل  A به  گر از  بنابراین ا

است یعنی:

BD BA DC AD= = = �

DE BD� �� �= =60 120, C بنابراین  B� �� �= =30 60, پس 

⇒ = = ⇒ =CDE DE DEC� � �� �

2
30 120 �

6861 	
نقشۀ راه: از T به مرکز دایره وصل می‌کنیم تا از تساوی‌ها و اطلاعات 

داده شده استفاده شود مثلث OTC قائم‌الزاویه است و ضلع روبه‌رو 
به زاویۀ C نصف وتر است پس:

C

AOT

OAT OTA

�

�

� �

�

�

�

=

⇒ =

⇒ = =

30

120

30

�

6963 	
دایره  کمان‌های  برحسب  را   C و   B زاویه‌های  محاسبه:  و  تحلیل 

می‌نویسیم و روابط را با هم جمع می‌کنیم.

B PNMQ PQ

C MQPN MN

� � �

� � �

�

�

= = −

= = −










80
2

70
2

�

Íµ] → = − + −150
2

�
� � � �PNMQ MN MQPN PQ �

⇒ = + + + ⇒ = +150
2

150� �
� � � � � �PN MQ PN MQ PN MQ �

⇒ = + =A PN MQ� � �
�

2
75 �

7071 	
و  کمان60 است  با  برابر باشد متناظر  با شعاع  که  راه: وتری  نقشۀ 

90 است بنابراین: کمان 2R باشد متناظر با  که به طول وتری 

 AB BC AC� � �� � �= = ⇒ =90 60 30, �
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قضیۀ هرون 3.4
)محاسبۀ ارتفاع‌ها و مساحت مثلث(

در این درس ما دو قضیۀ اساسی و پرکاربرد در محاسبۀ مساحت را یاد می‌گیریم یکی محاسبۀ مساحت به وسیلۀ قضیۀ معروفی به نام قضیۀ هرون و 

دیگری محاسبۀ مساحت با استفاده از نسبت‌های مثلثاتی:

قضیۀ هرون 	1 	
گر طول اضلاع a و b و c و p نصف محیط باشد، مساحت از رابطۀ زیر به‌دست می‌آید: در مثلث ABC، ا

FO
R

M
UL

S a b c= − − −p(p )(p )(p )

 به اضلاع ارتباط دهیم. حال برای 
ً

p می‌باشد! )همان نصف محیط( و در واقع می‌توانیم مساحت مثلث را مستقیما a b c= + +
2

که  کنید  دقت 

این‌که انسجام بیشتری به مطالب بدهیم مسائل مطرح شده و قابل طرح در قضیۀ هرون را می‌توان به چند تیپ عمده تقسیم می‌کنیم:

اضلاع غیر رادیکالی و متفاوتند 	

کنید: که اضلاع رادیکالی نباشند و همۀ اعداد متفاوت باشند. به مثال زیر دقت  کلی وقتی از قضیه هرون برای محاسبۀ مساحت استفاده می‌کنیم  به‌طور 

)تمرین کتاب درسی(3131 مساحت مثلثی به اضلاع 13 و 14 و 15 چقدر است؟�
36 )4 	21 )3 	84 )2 	42 )1

ینۀ )2( گز پاسخ: 

از  P یعنی نصف محیط را محاسبه می‌کنیم و سپس  2P یعنی محیط و آن‌گاه  کمک هرون ابتدا مقدار  راه: برای محاسبۀ مساحت به  نقشۀ 
قاعدۀهرون استفاده می‌کنیم:

2 13 14 15 42 21 21 21 13 21 14 21 15P P S= + + = ⇒ = ⇒ = × − − −( )( )( ) �

⇒ = × × × = × × = × × =S 21 8 7 6 7 3 2 7 3 4 842 2 4 �

اضلاع رادیکالی و متفاوت 	
که اعداد داده شده در رابطۀفیثاغورس  گر طول هر سه ضلع مثلث داده شده و حداقل یک ضلع رادیکالی باشد با دو مدل مسأله مواجه‌ایم یکی حالتی  ا

که اعداد فیثاغورسی نباشند: کنند و دیگری حالتی  صدق 

اعداد در رابطۀ فیثاغورس صدق می‌کنند. 	

کردند، دیگری نیازی به  گر صدق  که بعضی از آنها اعداد رادیکالی بودند، رابطۀ فیثاغورس را برای آنها چک می‌کنیم، ا گر سه ضلع مثلثی را داشتیم  ا
راه‌های دیگر نیست و مساحت به راحتی به‌دست می‌آید:

درس 4: قضیۀ هرون 



6 مساحت چقدر است؟3232 10 و  در مثلثی به اضلاع 4 و 

15  )2 		 3 2  )1

5  )4 		 2 6  )3

ینۀ )2( گز پاسخ: 

4 بنابراین مثلث قائم‌الزاویه است و مساحت آن برابر است با: 10 62 2 2= +( ) ( ) 4 است و  10 6> > تحلیل و محاسبه: چون 

S = × × = = × × =1
2

10 6 1
2
60 1

2
2 3 5 152 �

اعداد در رابطۀ فیثاغورس صدق نمی‌کنند. 	

به‌دست  را  زاویه  کسینوس یک  کسینوس‌ها،  از قضیۀ  استفاده  با  نکردند،  فیثاغورس صدق  رابطۀ  در  ولی  یکی(  بودند )حتی  رادیکالی  اعداد  گر  ا

زیر  رابطۀ  از  و  کرده  پیدا  را  زاویه  و سپس  پیدا می‌کنیم[  را   sinx sin مقدار  cos2 2 1x x+ = رابطۀ  از  نیامد  به‌دست  گر عدد معروف  ]ا می‌آوریم 

مساحت را به‌دست می‌آوریم:

FO
R

M
UL

S b c A= × ×1
2

sin 

در صفحات آینده این رابطه را به طور مفصل‌تری مورد بحث قرار می‌دهیم.

3 است؟3333 37 چند برابر  مساحت مثلثی به اضلاع 3 و 7 و 

21
4

 )2 		 17
2

 )1

19
2

 )4 		 23
4

 )3

ینۀ )2( گز پاسخ: 

کسینوس‌ها  قضیۀ  از  ابتدا  بنابراین  نیستند،  صادق  رابطۀفیثاغورس  در  شده  داده  اعداد  بنابراین   7 37 32 2 2≠ +( ) ( ) چون  راه:  نقشۀ 
کمک آن سینوس آن زاویه را به دست می‌آوریم: کسینوس رو به ضلع رادیکالی را پیدا می‌کنیم و به  استفاده می‌کنیم و 

a b c b c A A2 2 2 2 37 49 9 2 3 7= + − ⇒ = + − × × ×. . cos cos  �

⇒ = = ⇒ = ⇒ =cos sinA A A� � ��21
42

1
2

60 3
2

�

بنابراین مساحت مثلث ABC به راحتی قابل محاسبه است:

S b c AABC = = × × × =1
2

1
2
3 7 3

2
21
4
3. . sin  �

کنیم عبارت‌های زیر رادیکال بسیار پیچیده خواهد بود و باید منتظر محاسبات صعب‌العبوری باشید. گر در این مدل از دستور هرون استفاده   ا
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3

ث
ثل

 م
در

ی 
ول

ط
ط 

واب
ر

دو ضلع از سه ضلع برابرند. 	

گر دو ضلع از سه ضلع مثلث برابر باشند مثلث متساوی‌الساقین است. در این حالت اصلًا به هرون یا راه‌های دیگر فکر نمی‌کنیم و بی‌درنگ ارتفاع وارد  ا

بر قاعده )ضلع متفاوت با دو تای دیگر( را رسم می‌کنیم و با فیثاغورس طول ارتفاع را به‌دست می‌آوریم، سپس از رابطۀ زیر مساحت را به‌دست می‌آوریم:

FO
R

M
UL

S aha= 1
2

10 چقدر است؟3434 10 و  مساحت مثلثی به اضلاع 6 و 
9 )4 	4 )3 	6 )2 	3 )1

ینۀ )1( گز پاسخ: 

ضلع  و  هست  نیز  میانه  ارتفاع  این  می‌کنیم؛  رسم  را   AH ارتفاع  است  متساوی‌الساقین  مثلث  چون  راه:  نقشۀ 
کمک فیثاغورس طول ارتفاع را به‌دست می‌آوریم و سپس به محاسبه مساحت  مقابل را نصف می‌کند، حال به 

می‌پردازیم:

AH S AH BC= − = ⇒ = × = × × =10 9 1 1
2

1
2
1 6 3 �

هرون در مثلث قائم‌الزاویه 	

کرد در مثلث‌های قائم‌الزاویه رابطۀ زیر برقرار است: به راحتی می‌توان ثابت 

FO
R

M
UL p(p ) (p )(p )− = − −a b c

که طبق فرمول هرون مساحت مثلث قائم‌الزاویه برابر است با: بنابراین به این نتیجه می‌رسیم 

FO
R

M
UL S p a b c= − = − −(p ) (p )(p )

کوچک‌ترین میانه 5 و محیط مثلث 24 است مساحت مثلث چقدر است؟3535 در یک مثلث قائم‌الزاویه طول 
48 )4 	36 )3 	12 )2 	24 )1

ینۀ )1( گز پاسخ: 

 2 24p = a و از طرفی محیط مثلث یعنی  ma= =2 10 نقشۀ راه: می‌دانیم میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است، بنابراین اندازۀوتر برابر است با 
p خواهد بود و حال طبق هرون در قائم‌الزاویه داریم: = 12 است بنابراین 

S p a= − = × − =(p ) ( )12 12 10 24 �

محاسبۀ ارتفاع مثلث 	

کنیم. البته مدل‌های مختلفی را باید  کمک رابطۀ هرون توانستیم مساحت مثلث را به‌دست آوریم. بنابراین می‌توانیم اندازۀ ارتفاع را نیز محاسبه  به 

در نظر بگیریم:

208
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درس 4

 A� �= 60 و   AC = 6 و   AB = 10 با   ABC مثلث  مساحت  	 	

)تمرین کتاب درسی( کدام است؟�

30 3  )2 	15 3  )1

15 )4 	30 )3

 AB ضلع  طول   SABC = 18 گر  ا  AB AC= روبه‌رو  شکل  در  	 	

کدام است؟

3 )1

3 2  )2

6 )3

6 2  )4

در مثلث قائم‌الزاویۀ شکل زیر M وسط AC است مساحت مثلث  	 	

کدام است؟  BCM

2 3  )1

4 3
3

 )2

3
2

 )3

3 3
4

 )4

کدام است؟  ABC در شکل زیر مساحت مثلث 	 	

3  )1

1 )2

2 )3

6  )4

اندازۀ  دارد   120 زاویۀ  که  متساوی‌الساقین  مثلث  یک  در  	 	

بزرگ‌ترین ضلع برابر 6 است. مساحت این مثلث چقدر است؟

3 3  )2 	2 3  )1

6 3  )4 	4 3  )3

مساحت مثلث در شکل مقابل چقدر است؟ 	 	

6
3

 )1

2 6
3

 )2

3 3
2

 )3

3 3
4

 )4

150 

151 

152 

153 

154 

155 

c اندازۀ  = 5 b و  = 8 گر  مساحت مثلث ABC برابر 12 است. ا 	 	

کدام است؟  a ضلع

6 )2 	5 )1

3 6  )4 	6 2  )3

3 است. مقدار  3 2 و 6 برابر با  3 مساحت مثلثی با اضلاع a و  	 	

کدام می‌تواند باشد؟  a

2 21  )1

6 )2

4 )3

38  )4

 B زاویۀ   b c SABC
2 2 8+ = گر  ا  A� �= 30 با   ABC مثلث  در  	 	

کدام است؟

60  )1

90  )2

45  )3

75  )4

کدام   a h b ha b+ = + گر  ا  ABC مختلف‌الاضلاع  مثلث  در  	 	

گزینه درست است؟

A B� � �= +30  )1

C� �= 60  )2

A� �= 60  )3

C� �= 90  )4

کدام   sinC مقدار   3( )h h a ba b+ = + گر  ا  ABC مثلث  در  	 	

است؟

2
3

 )2 	 1
3

 )1

3
4

 )4 	 3

3
 )3

نسبت   .3 2BM MC= و  است   AB وسط   M زیر  شکل  در  	 	

کدام است؟  
S
S
BMN

ABC

1
6

 )1

1
4

 )2

2
5

 )3

1
5

 )4

156 

157 

158 

159 

160 

161 



243

139-156

مساحت مثلث را می‌توانیم بر حسب شعاع‌های دایره‌های محاطی 
به‌دست آوریم:

S r r r ra b c= ⋅ ⋅ ⋅ = × × × =4
3
3 3 12 12 �

14913 	
A است پس: نقشۀ راه: نقطۀ M روی نیمساز 

MB MC x′ = ′ = �

ابتدا مساحت را با هرون به‌دست می‌آوریم:

p SABC= + + = ⇒ = × × × =13 14 15
2

21 21 8 7 6 84 �

S MA BC AC MC AB
ABC = ′ ⋅ + ′⋅ + ′ ⋅

2 2 2
MB �

⇒ × = × + + ⇒ = ⇒ =84 2 0 4 15 13 14 162 27 6/ x x x x �

15011 	
نقشۀ راه: چون اندازۀ زاویه معلوم است مساحت را به روش سینوسی 

محاسبه می‌کنیم:

S AB AC A∆ = × ×1
2

sin �

S∆ = × × × =1
2
10 6 3

2
15 3 �

15114 	
نقشۀ راه: مثلث متساوی‌الساقین است بنابراین:

B C A� � �� �= = ⇒ =75 30 �
از مساحت به روش سینوسی استفاده می‌کنیم:

S AB AC AABC = ⋅ ⋅1
2

sin �

18 1
2

1
2

72 6 22= × ⇒ = =( )AB AB �

15214 	

30 در مثلث ABC داریم: نقشۀ ‌راه: با توجه به زاویۀ 

AC SABC= ⇒ =3 3 3
2

�

S SBCM ABC= =1
2

3 3
4

�

15312 	
AD می‌توانیم طول AC را به‌دست آوریم: = 1 نقشۀ راه: با توجه به 

AC = 2 �

BC = 2 15 است پس  BAC برابر  همچنین زاویۀ 

S BC ADABC = ⋅ =1
2

1 �

15412 	
نقشۀ راه: ابتدا از قضیه سینوس‌ها شروع می‌کنیم:

BC AC AC AC
sin sin120 30

6
3
2

1
2

2 3
 

= ⇒ = ⇒ = �

کمک قضیۀ سینوس‌ها برابر  در این مثلث طول اضلاع AB و AC به 
2 است پس: 3

S AB ACABC = =1
2

120 3 3. . sin  �

15514 	
کمک قضیۀ سینوس‌ها و معلوم بودن طول ضلع  نقشۀ راه: ابتدا به 

AC مقدار زاویۀ B را به‌دست می‌آوریم:

AC
B

BC
Asin sin

= �

⇒ =3 3
120sin sinB 

�

⇒ = ⇒ = =sin B B C1
2

30� � � �

حالا می‌توانیم مساحت مثلث را به روش سینوسی به‌دست آوریم:

S AC BCABC = ⋅ ⋅ = × × × =1
2

30 1
2
3 3 1

2
3 3
4

sin �

15611 	
نقشۀ راه: ابتدا سینوس زاویه بین دو ضلع b و c را پیدا می‌کنیم:

S b c A∆ = × × =1
2

12sin �

S A A∆ = × × × = ⇒ =1
2
8 5 12 3

5
sin sin �

⇒ = ±cos A 4
5

�

( ) cos cosI A a c b bc A= ⇒ = + −4
5

22 2 �

a = + − × × × =25 64 2 5 8 4
5

5 �

( ) cosII A

a

= −

⇒ = + + × × × =

4
5

25 64 2 5 8 4
5

153
�
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15711 	
نقشۀ راه: ابتدا سینوس A را به‌دست می‌آوریم:

S b c A∆ = × × =1
2

3 3sin �

S A A∆ = × × × = ⇒ =1
2
2 3 6 3 3 1

2
sin sin �

⇒ = ±cos A 3
2

�

( ) cos cosI A a a b bc A= ⇒ = + − =3
2

2 2 32 2 �

( ) cosII A a= − ⇒ =3
2

2 21 �

15814 	
�A داریم: �= 30 نقشۀ راه: با توجه به 

S b c bc b c bcABC = = ⇒ + =1
2

30 1
4

22 2. . sin  �

⇒ − = ⇒ =( )b c b c2 0 �

75 هستند. C در این مثلث  B و  پس زاویه‌های 

15914 	
نقشۀ راه: طبق رابطۀ مساحت داریم:

h S
a

h S
b

a S
a

b S
ba b= = ⇒ + = +2 2 2 2, �

⇒ − = − ⇒ =a b S a b
ab

S ab2 2( ) �

گر مساحت را به روش سینوسی بنویسیم داریم: ا

2 1 90S a b C C C= ⇒ = ⇒ =. . sin sin  �

16013 	
نقشۀ راه: ابتدا از نسبت ضلع و ارتفاع شروع می‌کنیم:

h S
a

h S
b

S
a

S
b

a ba b= = ⇒ + = +2 2 3 2 2, ( ) �

⇒ + = + ⇒ =3 2 2 3
3

S a b
ab

a b S ab( ) �

با توجه به مساحت سینوسی داریم:

2 3
3

S ab C C= ⇒ =. sin sin �

16114 	
نقشۀ راه: مساحت را به روش سینوسی می‌نویسیم:

S BM BN B AB BC BBMN = ⋅ ⋅ =1
2

1
2
1
2

2
5

sin ( )( ) sin �

⇒ =S SBMN ABC
1
5

�

16214 	
نقشۀ راه: از مساحت سینوسی استفاده می‌کنیم:

�

S
S

BM BN B

AB BC B

S
S

BMN

ABC

AMNC

ABC
=

⋅ ⋅

⋅ ⋅
= × = ⇒ =

1
2
1
2

1
2
1
3

1
6

5
6

sin

sin
�

16312 	
 ABC مثلث  مساحت  با  هاشورخورده  قسمت  مساحت  راه:  نقشۀ 

برابر است:

A� �= − − =180 75 75 30 �

S AB ACABC = ⋅ ⋅ =1
2

30 1sin �

16414 	
نقشۀ راه: طبق نکتۀ شگفت‌انگیز داریم:

�

S
S
MNP

ABC
= × × + × ×

× ×
= =1 1 2 2 2 1

3 3 3
6
27

2
9

�

16512 	
نقشۀ راه: با مساحت سینوسی شروع می‌کنیم:

S x x

x

x

=

⇒ = ×

⇒ =

( )( ) sin2 120

4 3 2 3
2

2

2



پس طول اضلاع برابر ۲ و ۴ است و محیط برابر ۱۲ است.

16612 	
AMD به‌دست  = α نقشۀ راه: طبق قضیۀ خطوط موازی و مورب 
شد  خواهد  متساوی‌الساقین   AMD مثلث  نتیجه  در  و  می‌آید 

بنابراین داریم:

�

sin B S= ⇒ = × × =3
4

16 12 3
4

144 �
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