
سـلـام
با شنيدن كلمۀ جمع بندی ياد چه چيزهايی می افتيد؟

بسته بندی، خالی بندی، كادربندی، جدول بندی، چشم بندی، تيتربندی و ... .
راستش را بخواهيد يک كتاب جمع بندی ممكن است به جای اين كه جمع بندی باشد، هر كدام از موارد بالا باشد! 

حتماً می پرسيد چه طور؟ جوابش اين است كه اين طور:
اگر كتاب جمع بندی طوری نوشته شود كه شامل تمام موارد و مفاهيم و نكات باشد و سعی كند هيچ 
چيزی را از قلم نيندازد، ديگر جمع بندی نيست، بلكه بسته بندی است. ما در اين كتاب ها سعی كرده ايم اين 

كار را نكنيم؛ فقط موارد اصلی و مهم و حياتی را آورده ايم.
اگر كتاب جمع بندی ادعا كند تمام كنكور را پوشش می دهد و همه چيز را دارد و می تواند دانش آموز را به 
درصد ۱۰۰ و يا حتی بالاتر برساند، باز هم جمع بندی نيست؛ خالی بندی است. ما اما، هدفمان در اين كتاب ها 
تمركزكردن روی نكات مهم است، همه چيز را نگفته ايم و سعی نكرده ايم همۀ تست های كنكور را حدس بزنيم؛ 

فقط در حد لازم و البته كافی.
اگر كتاب جمع بندی فرقش با كتاب تست معمولی اين باشد كه مطالب را در جدول و كادر و نمودار بياورد، 

می شود كتاب كادربندی يا جدول بندی.
اگر كتاب جمع بندی ادعا كند كه می تواند در يک زمان كوتاه چند هفته ای، درصد دانش آموز را ۶۰ تا ۸۰ 

درصد بالا ببرد (تازه بعضی ها تا ۱۰۰ درصد هم ادعا می كنند) كتاب چشم بندی است.
اگر كتاب جمع بندی، توضيح و مثال درست و حسابی نداشته باشد و مطالب را تيتروار بيان كند و سريع 

از هر موضوعی عبور كند، می شود كتاب تيتربندی.
خب، ديگر بس است، هر چه كه توانستيم در مورد كتاب های ديگران غيبت كرديم. اصلاً به ما و شما چه ربطی 

دارد كه بقيه چه طورند؟ ما كتابی نوشته ايم كه قرار است:
به شما كمک كند در زمان كوتاه يک دورۀ كامل از تمام مفاهيم اصلی و مهم كتاب درسی تان داشته باشيد.

تيپ ها و شكل های متداول سؤال ها را ببينيد.
با مثال ها و تمرين های مهم كتاب درسی آشنا شويد.

نمونه سؤال های برگزيدۀ آزمون های سراسری سال های قبل را ببينيد.
با اين هدف ها، برای نوشتن كتاب های جمع بندی، رفتيم سراغ حرفه ای ترين مؤلف ها: همۀ تلاشمان را كرديم كه 
برای هر كدام از درس ها يک كتاب ويژه، خوب، به درد بخور، خوش دست، خواندنی و جمع  وجور بنويسيم. به 

نظرم كه توانسته ايم قسمت زيادی از آن چه را كه می خواستيم، انجام دهيم.
اما اين كه خودمان بنشينيم و قربان خودمان برويم كه كاری ندارد! شما هستيد كه بايد بگوييد كارمان چه طور 

بوده؟ آيا كتابی كه در دست داريد همۀ اين خوبی هايی كه گفتيم را دارد؟
برای جواب دادن به اين سؤال بايد شروع كنيد به خواندنش؛ جمع وجور و روان هم كه هست، پس خيلی طول 
نمی كشد. بعدش برايمان بنويسيد كه به نظرتان چند چنديم؟ خوبی های كتاب و همين طور بدی هايش را به 
ما بگوييد. به نظرتان چه چيزهايی بايد اضافه يا كم شوند؟ و خلاصه اش اين كه ما برايتان يک كتاب جمع وجور 

نوشته ايم، اما شما برايمان يک جواب مفصل بنويسيد.
خوش و خاطرجمع باشيد.  



سلام به «خیلی سبز» ی های عزیز!

بدون هيچ مقدمه ای يک راست می رويم سراغ ساختار كتاب جمع بندی هندسه ۳ 

در اين كتاب (مثل كتاب درسی) با سه فصل روبه رو هستيم. هر فصل به چند موضوع تقسيم شده و در مورد 

هر موضوع توضيحات كافی داده شده و هر كجا لازم بوده برای حل مسائل،  ارائه شده 

تا يک دسته بندی خوب و كاربردی در ذهن شما شكل بگيرد؛ پس از آن چند نمونه تست كه شامل تست های 

كنكورهای سراسری سال های گذشته و تست های برگرفته از تمارين كتاب درسی است آورده شده است.

ضمناً در انتهای هر فصل يک آزمون گذاشتيم كه خودتان را بيازماييد. 

راستی! سه آزمون جامع هم در انتهای كتاب داريم؛ از حل تست های آن ها غافل نشويد! 

تمام تلاش ما بر اين بوده كه هر چه برای پاسخگويی به سؤالات كنكور نياز داريد، در قالب كتابی با حجم كم 

برای شما تدارک ببينيم.

مطمئن باشيد اگر تسلط خوبی روی تمارين كتاب درسی و كنكورهای سال های قبل داشته باشيد، به راحتی 

می توانيد به تمام سؤالات هندسه ۳ در كنكور پاسخ دهيد.

در پايان لازم است از دوست خوبم دكتر كوروش اسلامی به خاطر همراهی هايش تشكر ويژه داشته باشم.

از خانم ها مرادی، فلاحی و نظری به خاطر پيگيری های مداوم و منظم سپاس گزارم.

از ويراستاران علمی به خصوص خانم زهرا جالينوسی و همكاران توليد بابت زحماتی كه كشيدند ممنونم.

بدون ترديد نظرات يكايک معلمان گرامی و دانش آموزان عزيز برای ما بسيار مهم و ذی قيمت است و به ما در 

بهترشدن اين كتاب كمک شايانی خواهد كرد.

منتظر نظرات شما از طريق سايت يا صفحات مجازی خيلی سبز هستيم.

در پناه خدا باشيد  

مهريار راشدی  

mehryar.rashedi@modares.ac.ir  

پرواز را ياد بگير
نه برای اين كه از زمين جدا شوی؛

برای آن كه به اندازۀ فاصلۀ زمين تا آسمان گسترده شوی ...
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ماتريس، آرايشی مستطيلی از اعداد حقيقی است كه به هر عضو آن «درايه» می گوييم. هر ماتريس از تعدادی سطر و تعدادی ستون تشكيل شده است. 
A نمايش می دهيم. aij m n= ´[ ] Am يا n´ m است و آن را به صورت n´ ،A ستون داشته باشد، مرتبۀ ماتريس n سطر و m ,A اگر ماتريس

.A امُ ماتريسj امُ و ستونi يعنی درايۀ واقع در سطر aij
3 است. 2´ ماتريس مقابل دارای ۳ سطر و ۲ ستون است، پس مرتبۀ آن
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ماتریس های خاص  

O نمايش می دهيم. O ماتريس صفر: ماتريسی كه تمام درايه های آن صفر است و آن را با
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´1 است.  n  ماتريس سطری: ماتريسی كه فقط يک سطر دارد؛ مرتبۀ اين ماتريس
n است. a ماتريس ستونی: ماتريسی كه فقط يک ستون دارد؛ مرتبۀ اين ماتريس1´
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n است. اين  n´  ماتريس مربعی: ماتريسی كه تعداد سطرها و ستون های آن با هم برابرند؛ مرتبۀ اين ماتريس
 i j= ، روی قطر اصلی i j< ماتريس دارای قطر اصلی و قطر فرعی است. در درايه های بالای قطر اصلی ماتريس مربعی

aij است.) i است. (i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون درايۀ j> و پايين قطر اصلی

 ماتريس پايين مثلثی: ماتريسی است مربعی كه 
همۀ درايه های بالای قطر اصلی آن صفرند.
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مربعی  است  ماتريسی  بالامثلثی:  ماتريس   
كه همۀ درايه های پايين قطر اصلی آن صفرند.
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 ماتريس قطری: ماتريسی است مربعی كه تمام 
درايه های بالا و پايين قطر اصلی آن صفرند. (ماتريس 

قطری هم بالامثلثی است و هم پايين مثلثی.)
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 ماتريس اسکالر: ماتريسی است قطری كه 
تمام درايه های روی قطر اصلی آن با هم برابرند.
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 ماتريس همانی (واحد): ماتريسی است اسكالر كه درايه های روی قطر اصلی آن يک باشند.

a نمايش می دهند. i j
i jij =

=
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0
I و an ij n n= ´[ ] گاهی ماتريس همانی را به صورت

اعمال مقدماتی روی ماتریس ها 

١. جمع و تفریق    اگر دو ماتريس هم مرتبه باشند، با جمع و تفريق كردن درايه های نظير دو ماتريس، جمع يا تفريق دو ماتريس به دست می آيد.
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۸

I كدام است؟ A-- ، حاصل a
i j i j
i j i jij ==
-- >>
++ ££

ìì
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A و aij== ´́[ ]3 3  اگر

 i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون درايه است.

 I ماتريس همانی است كه با آن آشنا هستيم؛ اگر تكليف A را روشن كنيم، همه چيز حل است.
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i است! بنابراين: j> i و پايين قطر اصلی j= ، روی قطر اصلی i j< قبلاً گفته بوديم در درايه های بالای قطر اصلی
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٢. ضرب عدد در ماتریس    اگر عددی در ماتريس ضرب شود، در تمام درايه های آن ضرب می شود.
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6 8  
ویژگی های جمع و تفریق و ضرب عدد در ماتریس 

 A B B A+ = + (خاصيت جابه جايی)  اگر B ,A و C هم مرتبه باشند: 
 A O A+ = (خاصيت عضو خنثی در جمع)   
 0´ =A O  
 A I I A A´ = ´ = (خاصيت عضو خنثی در ضرب)   
 A A O+ - =( ) (خاصيت عضو قرينه)   
 A B C A B C+ + = + +( ) ( ) (خاصيت شركت پذيری)   
 k A B kA kB( )± = ± (k عددی حقيقی است.)   

 باشد. يعنی ضرب دو ماتريس زمانی وجود دارد  = k A تعريف می شود كه B´ Bk باشد، در صورتی n´ Am´ و ٣. ضرب دو ماتریس  اگر
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;
2 3 3 4 2 4

كه تعداد ستون های ماتريس اول و تعداد سطرهای ماتريس دوم برابر باشند. 

برای ضرب دو ماتريس، از ماتريس اول، سطر و از ماتريس دوم، ستون برمی داريم و درايه های هر سطر در ستون به صورت نظير به نظير ضرب 
و حاصل با هم جمع می شود و در ماتريس حاصل ضرب جايگزين می شود.
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ویژگی های ضرب دو ماتریس 

AB BA¹  در حالت كلی ضرب ماتريس ها خاصيت جابه جايی ندارد. 
(AI IA A= = (ضرب ماتريس همانی (I) در ماتريس A خاصيت جابه جايی دارد، يعنی:

( ) ( )AB C A BC=  ضرب ماتريس ها خاصيت شركت پذيری دارد. 
A B C A B A C
B C A B A C A

´ ± = ´ ± ´
± ´ = ´ ± ´
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 در ضرب ماتريس ها خاصيت توزيع پذيری (و فاكتورگيری) برقرار است. 

AB AC B C= Þ = B است.  C= AB باشد، نمی توان نتيجه گرفت AC=  حذف در ضرب ماتريس ها برقرار نيست، يعنی اگر
AB O A O= Þ = B يا  O=  اگر حاصل ضرب دو ماتريس صفر شود، نمی توان نتيجه گرفت يكی از دو ماتريس صفر بوده است. 
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حاصل ضرب دو ماتريس A و B صفر شده اما هيچ كدام صفر نبوده اند.
 حاصل ضرب دو ماتريس قطری، يک ماتريس قطری است و از ضرب نظير به نظير درايه های روی قطر اصلی دو ماتريس به دست می آيد.
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(تمرين کتاب درسى)- ۱ A كدام است؟  B´́ b باشند،
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 گزینۀ «۳» اول بايد A  و B  را مشخص كنيم:
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بنابراين: 

D باشد، به ازای كدام مقدار x، مجموع درايه های قطر اصلی و فرعی - ۲ ABC== C و ==
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(سراسری رياضى ١٤٠٢) ماتريس D برابر هستند؟  
 ۶ (۴  ۵ (۳   -3 (۲   -4 (۱

A را پيدا می كنيم و سپس در ماتريس C ضرب می كنيم تا درايه های D مشخص شود. B´  گزینۀ «۱» ابتدا حاصل
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با مساوی قراردادن مجموع درايه های قطر اصلی و قطر فرعی داريم:

 ( ) ( ) ( ) ( )x x x x+ + + - = + + + - - Þ = - -5 0 3 1 0 2 7 2 2 6 Þ = - Þ = -2 8 4x x  

B كدام است؟- ۳ A´́ A يک ماتريس قطری باشد، مجموع درايه های غيرواقع بر قطر اصلی B´́ B و ==
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اگر

(برگرفته از تمرين کتاب درسى)  ۲۴ (۴   ۱۴ (۳  ۸ (۲ ۱) صفر 
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b
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b b
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A را روشن كنيم!  B´  گزینۀ «۴» همين اول كار بايد تكليف

 
b b
a a
- = Þ =
- = Þ =

ì
í
î

3 0 3

2 8 0 4
A قطری باشد، بايد درايه های غيرواقع بر قطر اصلی صفر باشند، پس:  B´ برای اين كه

 BA =
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ú -
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1 2

3 2

4 4

3 1

2 6

18 10
B را می يابيم:  A´ حالا كه A و B را داريم،

 6 18 24+ = B برابر است با:  A´ بنابراين مجموع درايه های غيرواقع بر قطر اصلی

B هم قطری باشد. A´ A قطری باشد، دليلی وجود ندارد كه B´  اگر



۱۰

(سراسری رياضى ١٤٠١)- ۴ yÎÎ ماتريس اسكالر باشد، مقدار xy كدام است؟  B و ماتريس AB به ازای

z

z y== --
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x x

y z z
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-- --éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1

0 0 4 اگر

۲ (۴  ۱ (۳   -2 (۲   -1(۱

 گزینۀ «۲» ابتدا بايد AB را پيدا كنيم و سپس از اسكالر بودن AB برای يافتن x و y كمک بگيريم.

 AB
x x

y z z

z

z y
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0 2 0

2 2
2 2

2 4
2

z x y

yz z y z y yz

+

+ + -

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

 

در هر ماتريس اسكالر ۱) درايه های غيرواقع بر قطر اصلی صفرند و ۲) درايه های واقع بر قطر اصلی با هم برابرند.
 2 4 0 2x y x y+ = Þ = - AB اسكالر است؛ پس بايد درايه های غيرواقع بر قطر اصلی، صفر و درايه های واقع بر قطر اصلی، برابر باشند. 

 
y z z y
2 2

0+ = Þ = -  

 2 4 2 2 1 2 1 2 1 0
2y yz y yz y y y y yz y- = Þ - = ¾ ®¾¾ - - = Þ + - ==- ( )  Þ - + = Þ

= Ï

= -

ì
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ï
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( ) ( )2 1 1 0

1

2

1

y y
y

y

  

y قابل قبول است. با داشتن مقدار y، مقدار x به راحتی به دست می آيد. = از آن جا كه در صورت سؤال گفته شده y عددی صحيح است، پس1-
 x y x= - Þ = - - =2 2 1 2( )  
 xy = - = -( ) ( )2 1 2 بنابراين: 

(سراسری رياضى ٩٨)- ۵ ، عدد غير صفر x كدام است؟  x x
x
x2 1
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== از رابطۀ ماتريسی
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 را به دست می آوريم. 
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x2
1-
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 گزینۀ «۱» ابتدا حاصل ضرب دو ماتريس

x را در ماتريس بالا به دست آوريم و برابر صفر قرار دهيم تا x پيدا شود. x2 1-[ ] حالا بايد حاصل ضرب ماتريس
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=  Þ - + + - =x x x x x( ) ( ) ( )1 2 4 2 1 5 0  Þ - + + - = Þ - =x x x x x x x2 2 2
8 4 5 0 9 2 0  
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x x
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x است. = 2

9
سؤال، عدد غير صفر x را خواسته؛ پس جواب سؤال

a كدام است؟- ۶ b c++ ++ B، حاصل A B A
3 1

4 7

1 1

4 5

2 4

6 8

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ++
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b c
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1 2

1 2
2 باشند كه 2´́  اگر A و B دو ماتريس مربعی

-6 (۴  ۶ (۳  ۷ (۲  ۸ (۱
 گزینۀ «۳» در عبارت ماتريسی داده شده در صورت سؤال، از A (از راست) و از B (از چپ) فاكتور می گيريم، داريم:

B A B A( ) ( )
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در صورت سؤال هم BA را داريم، البته با سه تا مجهول!
a
b c
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b b
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2 4 2

كافی است اين BA را مساوی آن BA قرار دهيم. 

 a b c+ + = + + =2 2 2 6 بنابراين: 



۱۱

A مفروض است. اگر ضرب دو ماتريس A و B تعويض پذير باشد، مجموع درايه های روی قطر فرعی ماتريس B كدام است؟- ۷ ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 2

2 3
ماتريس

۴) بستگی به درايه های ماتريس B دارد.  ۱ (۳ ۲) صفر   -1(۱

AB باشد. BA=  در نظر می گيريم. ضرب دو ماتريس A و B خاصيت جابه جايی دارد يعنی بايد
a b
c d
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ú  گزینۀ «۲» روش اول: ماتريس B را به صورت
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Þ
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a c a b
b d a b

 

- = Þ = - Þ + =
- = - Þ =
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2 2 0

2 2

c b b c b c
d a a d

بنابراين: 
b صفر است، يعنی مجموع درايه های روی قطر فرعی صفر است. c+

 (�ه درايه های روی قطر اصلی برابر و درايه های روی قطر فرعی قرينه اند) تعويض پذيرند و مجموع درايه های 
a b
b a-

é

ë
ê

ù

û
ú روش دوم: ضرب دو ماتريس به فُرم

روی قطر فرعی آن ها صفر است. 

cij از ضرب سطر iامُ ماتريس A و ستون jامُ ماتريس B به دست می آيد. مثلاً: AB باشد، آن گاه درايۀ C=  اگر
c
23
= (A سطر دوم ماتريس)´ (B ستون سوم ماتريس)  

dij (درايۀ واقع در سطر iامُ و ستون jامُ ماتريس D) از رابطۀ زير به دست می آيد: ABC  باشد، آن گاه درايۀ D=  اگر
d A i B C jij = ´ ´[ ] [ ] [ ]  ³ÔH  oõw uÄoUI¶   ³ÔH  ·¼Tw  
d A B C
31

= ´ ´[ ] [ ]uÄoUI¶ ³¼w oõw uÄoUI¶ Ï»H ·¼Tw مثلاً: 

BA كدام است؟- ۸ AB-- B، درايۀ واقع در سطر دوم و ستون سوم ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 0

1 1 1

1 1 2

A و ==
-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 0

2 0 2

1 1 1
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-1(۴ ۳) صفر   ۱ (۲  ۲ (۱
BA بايد درايۀ سطر دوم ستون سوم BA را منهای درايۀ سطر دوم ستون سوم AB كرد. AB-  گزینۀ «۴» برای يافتن درايۀ سطر دوم ستون سوم

(BA AB- = (درايۀ سطر دوم ستون سوم (BA درايۀ سطر دوم ستون سوم) - (AB درايۀ سطر دوم ستون سوم)  
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(سراسری رياضى ١٤٠٠)- ۹ ، مجموع درايه های سطر سوم ماتريس A كدام است؟  A ==
--
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فرض كنيد

۱۳ (۴  ۱۲ (۳  ۵ (۲  ۳ (۱
 گزینۀ «۱» يک راه اين است كه دو ماتريس اول را ضرب كنيم و سپس حاصل را در ماتريس سوم ضرب كنيم تا سطر سوم ماتريس A مشخص 

شود. اما ساده تر اين است كه سطر سوم ماتريس اول را در دو ماتريس بعدی ضرب كنيم تا سطر سوم ماتريس A (مستقيم) به دست آيد.

A سطر سوم ماتريس = -[ ]
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A سطر سوم ماتريس = -[ ]
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 Þ = -[ ]A  uÄoUI¶  ³¼w  oõw 7 1 5 بنابراين: 

7 است. 1 5 3+ - = مجموع درايه های سطر سوم ماتريس A برابر با
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 كدام است؟- ۱۰
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 است، بنابراين:
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با توجه به حاصل ضرب های بالا، درايۀ سطر دوم ستون اول ماتريس حاصل ضرب از مجموع درايه های سطر دوم ستون اول ماتريس های داده شده به دست می آيد.
درايۀ سطر دوم ستون اول ماتريس حاصل = - + - + + + + + +( ( ) ) ( )12 10 0 1 3 13  = - + =42 49 7  

 و مجموع درايه های آن ۹ است. 
1 0

7 1
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û
ú پس ماتريس حاصل ضرب به شكل

( ) ( )( )A B A B A B A AB BA B+ = + + = + + +2 2 2 ماتریس  و اتحاد  در حالت كلی اتحادها در ماتريس ها برقرار نيستند. مثلاً: 
AB باشد. BA= در صورتی رابطۀ بالا شكل اتحاد به خود می گيرد كه

AB باشد، اتحادهای زير برقرارند و اگر اتحادها در ماتريس ها برقرار باشند، دو  BA= اگر دو ماتريس A و B تعويض پذير باشند يعنی
) ماتريس تعويض پذيرند. )A B A AB B+ = + +2 2 22   ( )A B A AB B- = - +2 2 22

 ( )( )A B A B A B- + = -2 2   A B A B A AB B3 3 2 2+ = + - +( )( )
 A B A B A AB B3 3 2 2- = - + +( )( )  

 اتحادهای فوق در مورد A و I برقرارند. (چرا؟  چون A و I تعويض پذيرند.)

a كدام است؟- ۱۱ b-- ، حاصل ( )A B A B AB++ == ++ ++2 2 2 2 B و
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AB است،  BA=  گزینۀ «۱» چون بين دو ماتريس مربعی A و B، اتحاد برقرار است، پس ضرب دو ماتريس A و B خاصيت جابه جايی دارد، يعنی

بنابراين:
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a a
a b ( ) AB است، پس:  BA= از آن جا كه

2 هنگامی خاصيت جابه جايی دارد كه نسبت درايه های نظير قطر فرعی آن ها برابر با نسبت تفاضل  2´ اگر نكته دوست داريد! بدانيد كه ضرب ماتريس های
درايه های قطرهای اصلی آن ها باشد.
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 a b- = - - =8 1 9( ) بنابراين: 

توان ماتریس ها  اگر ماتريس A مربعی باشد (چون با هر توانی از خودش تعويض پذير است)، داريم:
A A A AA A A A A A A A A A An n n1 2 3 2 2 1 1= = = = = =− −, . , . . , ... , . .  

 اگر A ماتريس مربعی، m و n اعدادی طبيعی و k عددی حقيقی باشد، آن گاه:
 I In =               ( )kA k An n n=               A A Am n m n´ = +               ( )A Am n mn=  
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،A (به طور خاص در مورد توان های بزرگ!)، راه كلی اين است كه بين A توان ماتریس های خاص  برای محاسبۀ توان های ماتريس مربعی
A3 و ... رابطه ای برقرار كنيم؛ اما در مورد برخی ماتريس های خاص، توان های بزرگ به راحتی قابل محاسبه اند. اين ماتريس ها عبارت اند از: ،A2

 اگر A مثلثی باشد به طوری كه تمام درايه های روی قطر اصلی آن صفر باشند، تمام توان های بزرگ تر يا مساوی مرتبۀ آن برابر صفر است.
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A باشد، اين ماتريس را خودتوان گوييم؛ يعنی تمام توان های طبيعی A با A برابر می شوند. A2 =  ماتریس خودتوان  اگر ماتريس A مربعی و
A A A An n2 = ¾ ®¾¾ =Î  

( )I In =  ماتريس I، يک ماتريس خودتوان است، يعنی به هر توان طبيعی برسد برابر با خودش می شود.
A باشد، اين ماتريس را متناوب گوييم زيرا توان های زوج اين ماتريس برابر I و توان های فرد آن برابر با خود  I2 =  ماتریس متناوب  اگر

ماتريس می شوند.
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An كافی است درايه های روی قطر اصلی را به توان n برسانيم.  ماتریس قطری  اگر A قطری باشد، برای محاسبۀ
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برای محاسبۀ توان های بزرگ ماتريس ها، ابتدا توان دوم را به دست می آوريم. اگر خودتوان يا متناوب بود، هر توانی از آن به راحتی قابل 
محاسبه است، در غير اين صورت سعی می كنيم بين توان های اول، دوم و سوم ماتريس رابطه ای برقرار كنيم. (در مورد توان های كوچک 

می توانيم از ضرب ماتريس در خودش استفاده كنيم تا به توان دلخواه برسيم.)

(سراسری رياضى ٨٣)- ۱۲ A كدم است؟  A7 4-- A باشد، ماتريس ==
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ú = A2 را پيدا می كنيم تا بعد ببينيم چه اتفاقی می افتد ...   گزینۀ «۲» ابتدا

A شده پس ماتريس A متناوب است؛ يعنی توان های زوج ماتريس A برابر I  و توان های فرد ماتريس A برابر با خود ماتريس A می شوند. I2 = چون

A است و ...  I4 = A و A7 = بنابراين
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(رياضى خارج ١٤٠١)- ۱۳ A3 كدام است؟  A باشد، درايه های سطر اول ماتريس ==
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A3 را به دست آوريم و گزينه ای كه در سطر اول می بينيم را به عنوان پاسخ انتخاب كنيم.  گزینۀ «۱» يک راه اين است كه
 A A A2  Ï»H  oõw  Ï»H  oõw= ´[ ] A2 را به دست آوريم. برای اين كار بايد سطر اول A را در A ضرب كنيم.  اما راه ديگر اين است كه ابتدا سطر اول

 A2
3 3 4

3 3 4

2 3 4

0 1 1

3 4 4 Ï»H  oõw = -[ ]
-
-
-

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

= -[ ]  

 A A A3 2 Ï»H  oõw  Ï»H  oõw= ´[ ] A2 را در A ضرب كنيم و تمام.   A3 كافی است سطر اول برای يافتن سطر اول
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A كدام است؟- ۱۴ A1403 1400-- ، آن گاه A ==
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-A (۴  I (۳  O (۲  A (۱
 گزینۀ «۲» ماتريس A مثلثی و درايه های روی قطر اصلی همگی صفرند، پس تمام توان های بزرگ تر مساوی مرتبۀ ماتريس برابر با صفرند؛ يعنی

 A A O O O1403 1400- = - = A. بنابراين:  On³ =3

A چه قدر است؟- ۱۵ A1403 1402++ A، ماكزيمم مقدار مجموع درايه های ماتريس
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A2 را پيدا كنيم.  گزینۀ «۱» چون با توان های A سروكار داريم، پس بايد اول
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A شده، پس ماتريس متناوب است؛ يعنی توان های زوج A برابر I و توان های فرد A برابر A هستند. I2 = چون

A A A I
x x
x x

x
1403 1402

1 0

0 1

1
+ = + =

-
é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú =

+cos sin
sin cos

cos siin
sin cos

x
x x1-

é

ë
ê

ù

û
ú  

sin حداكثر مقدار خود يعنی ۱ را داشته باشد. x 2 است؛ زمانی اين مجموع ماكزيمم می شود كه 2+ sin x A برابر با A1403 1402+ مجموع درايه های
 A A1403 1402+ ماكزيمم مجموع درايه های = + =2 2 1 4( )  

A كدام است؟- ۱۶ B2 2 BA، حاصل A== AB و B== -- اگر A و B دو ماتريس مربعی هم مرتبه بوده،
-BA (۴  -AB (۳  BA (۲  AB (۱

 -B AB- جايگزين كنيم و سپس هر جا AB و BA ديديم به جای آن ها A به ترتيب BA و B2 2  گزینۀ «۳» بايد ابتدا به جای A و B در
A B AA BB BA BA AB AB2 2 = ´ = ´ - -( )(( )( )) = ( ( ) )( ( ) )B AB A A BA B و A قرار دهيم. 

A B B AB A A BA B
B A

2 2 =
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( ( ) )( ( ) )
 

= - = - - = - = -
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( ( ))( ( )) ( )( ) ( )( )B BA A AB BA AB A B AB
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بنابراين: 

A6 كدام است؟- ۱۷ A باشد، A I O2 ++ -- == اگر
- -8 5A I (۴  8 5A I+ (۳  - +8 5A I (۲  8 5A I- (۱

A6 را بسازيم. A2 را پيدا می كنيم و سعی می كنيم  گزینۀ «۲» روش اول: از رابطۀ داده شده در صورت سؤال،
A A I O A I A2 2+ - = Þ = -  

I قرار می دهيم. A- A2 ديديم، به جای آن طرفين رابطۀ بالا را به توان ۳ می رسانيم و هر جا

A I A2 = - 3 6 3 3 2 2 3
3 3

·H¼U¾ ®¾¾ = - = - + -A I A I I A A I A( ) Þ = - + - - -A I A I A I A A6
3 3( ) ( )  

A I A I A A A6 2
3 3 3= - + - - + = - + - = -4 7 5 8I A I A I A( ) بنابراين: 

A می توان اتحاد چاق  A I2 + + A را خوب می شناسيم؛ با توجه به اين كه از عبارت I A I A A I3 3 2 2- = - + +( )( ) روش دوم: اتحاد چاق و لاغر

A A I O A A I II2 2 2 2+ - = ¾ ®¾¾ + + =+ A را به دست می آوريم:  A I2 + + و لاغر ساخت، ابتدا از رابطۀ داده شده در صورت سؤال

( )( ) ( )( )A I A A I A I I- + + = -2 2 Þ - = - Þ = -A I A I A A I3 3
2 2 2 A ضرب می كنيم، داريم:  I- حالا طرفين رابطۀ بالا را در

I جايگزين می كنيم: A- A2 ديديم به جای آن A6 به دست آيد؛ فقط هر جا كافی است طرفين رابطۀ بالا را به توان ۲ برسانيم تا

A A I A A I A A I3 2 6 2 2 2
2 2 4 4= - ¾ ®¾¾ = - = - +·H¼U ( ) Þ = - - + = -A I A A I I A6

4 4 5 8( )  

( )n∈  I In =  ،AI A=  

رابطهٔ کیلی ـ همیلتون  شايد اسم مرحوم هميلتُن و شادروان كيِلی به گوشتان خورده باشد!

نخستين بار مفهوم ماتريس در كارهای اين دو نفر مطرح شده است.

A صدق می كند.» a d A A I O2 - + + =( ) | | A در رابطۀ a b
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 b b- = Þ =4 9 13 ، داريم:  b a- =2 9 a در معادلۀ = 2 a است. با قراردادن = 2 كاملاً واضح است كه
) است. , )2 13 ، ( , )a b بنابراين دوتايی

 A2
2 4 8 5- - + + - - =( )A ( ) I O Þ = + Þ = =A A I2

2 13 2 13a b, روش دوم: به كمک رابطۀ كيِلی ـ هميلتُن داريم: 
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2 4 1 5 13  دترمينان ماتريس A برابر است با: 

m چه قدر است؟- ۱۹ n2 2++ A، در اين صورت A I2
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A2 را به دست می آوريم:   گزینۀ «۲» روش اول: اول
A داريم: A I2

2 3= - A2 در رابطۀ با جايگزين كردن
2 1

2 2 2

2 2

4 2

3 0

0 3

5 2

4 22

m mn m

n n m
m
n

m
n

+ -

- +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=
-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
--

é

ë
ê

ù

û
ú

3
 

2 1 5 3

2 2 4 3

m m
n n

+ = - Þ = -
- = Þ =

ì
í
î

بنابراين: 

m n2 2 2 2
3 3 18+ = - + =( ) پس: 

2 است و در رابطۀ كيلی ـ هميلتن صدق می كند، پس: 2´ روش دوم: ماتريس A يک ماتريس
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A كه در صورت سؤال داده شده، داريم:  A I2
2 3= - با توجه به رابطۀ

m n2 2 2 2
3 3 18+ = - + =( ) بنابراين:
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