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ݐ   ݓ ��� ���� Set ,Pattern&Sequenceݓ������� معرفی مجموعه های مهم

مجموعهرادستهایازاشیایمتمایزوخوشتعریفدرنظرمیگیرند.]خوش تعریف به معنی آن است که بدون تردید و به یقین بتوان گفت که شیء معینی 
در مجموعه هست یا نه[.

دانشآموزانپایۀیازدهمتهرانیکمجموعهمحسوبمیشود.

دانشآموزانقدبلندتهرانمجموعهنیست.چونقدبلندخوشتعریفنیست.]یعنی به یقین نمی توان گفت که از چه قدی به بالا )قد بلند( محسوب می شود، چون 
قد بلند یک چیز سلیقه ای است و معیار مشخص ندارد[

انواعنمایشمجموعهها
نمایشهندسینمایشبانمادریاضینمایشبااعضاء

اعضایمجموعهرابهصورتمرتبیانامرتب
کولادنمایشمیدهیم. درونیکجفتآ

گی  مشترکبین بهجاینوشتناعضاء،ویژ

آنهارامینویسیم.

، مستطیل اعضایمجموعهرادرونیکخمبستهدرصفحهمانند

دایرهو...قرارمیدهیمکهبهآننموداروِنگفتهمیشود.

A={ , , , , }1 3 5 7 9A k k k= − ∈ ≤ ≤{ : , }2 1 1 5

{ , , } { , , } { , , }1 2 3 312 2 1 3= = ترتیبعضوهادرمجموعهاهمیتیندارد.یعنیجابهجاییعضوها،مجموعهراتغییرنمیدهند.

{ , , , , , , , , } { , , }1 1 1 2 2 3 3 3 3 1 2 3= عضوهایتکراریدرمجموعهشمردهنمیشوند.

مجموعههایمهماعداد

اعدادطبیعی � …={ , , , }1 2 3



� � � �⊆ ⊆ ⊆ ⊆

� �= ∈ ≠{ , , }
m
n
m n n 0

اعدادگویا

اعدادحسابی  ={ , , , , ...}0 1 2 3 ′= ∉ { }x x اعدادگنگ

اعدادصحیح � … …= − −{ , , , , , , , }2 1 0 1 2 3 � �∪�= ′ اعدادحقیقی

گنگاست،بنابراینروابطزیربرقراراست: گویاو نمایشمیدهندوشاملهمۀاعداد مجموعۀاعدادحقیقیرابا

� �∪� � � � � � �= ′ − = ′ − ′=

کهدرمجموعۀاولباقیمیمانندراانتخابمیکنیم. کردهوفقطاعضایی براییافتنتفاضلدومجموعه،عضوهایمشترکراحذف
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Set ,Pattern
&Sequence

کتاب دهممجموعه های متناهی و نامتناهیدرس اول Lesson.1 صفحه 2 تا 7 
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 چه تعداد از رابطه های زیر در مجموعۀ اعداد حقیقی درست است؟

( )� � �−− ⊆⊆ ′′  ( )−− ⊆⊆� �   � �⊆⊆ ′′   �∪� �′′==

)44 3 )3 2 )2 1 )1

بهبررسی مواردمیپردازیم: 2

 است برابر ′ و اجتماع

باشد. ′ نمیتواندزیرمجموعۀ �است،پس �⊆ میدانیم

 است. −کهزیرمجموعهایاز = { }0 میدانیم

باشد. ′ گنگغیرطبیعیاست،پسنمیتواندزیرمجموعۀ گویاو �شاملهمۀاعداد �− میدانیم

ݐ   ݓ ��� ���� Set ,Pattern&Sequenceݓ������� انواع بازه

هستندکهبراینمایشهمۀاعدادحقیقیبیندوعدد،یااعدادحقیقیبزرگتریاکوچکترازیکعدد،ازآنهااستفاده بازهها،زیرمجموعههاییاز
میکنیم.انواعبازههاعبارتانداز:

بازه نوعبازه اعضا نمایشهندسی نمایشمجموعهای

 ( , )a b باز b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ < <

 ( , ]a b نیمباز b وخود b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ < ≤

 [ , )a b نیمباز a وخود b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ ≤ <

 [ , ]a b بسته b و a وخود b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ ≤ ≤

( , )a +∞ باز a اعدادحقیقیبزرگتراز { | }x x a∈ >

( , ]−∞ b نیمباز b کوچکترمساویبا اعدادحقیقی { | }x x b∈ ≤

( , )−∞ +∞ باز ( ) تماماعدادحقیقی x∈

) کدام است؟ )A B∪ ∩� ==Bباشد، حاصل −−[ , ]1 3 ==Aو −−( , ]4 2 گر  ا

{ , , }1 2 3 )4 { , , }0 1 2 )3 { , }2 3 )2 { , }0 2 )1

Aراتعیینمیکنیم: B Bمجموعۀ Aو کمکنمایشهندسیبازههای با 4

A B = −( , ]4 3 

}است. , , }1 2 3 بهصورت ( ) ومجموعۀاعدادطبیعی ( , ]−4 3 ک اشترا

ݐ   ݓ ��� ���� Set ,Pattern&Sequenceݓ������� مجموعه های متناهی و نامتناهی

گرشمردنتعداداعضایآنسختوزمانگیرباشد.بهبیان مجموعهایکهتعداداعضایآنباشمردنبهدستآید،مجموعۀمتناهینامدارد؛حتیا 

دیگرتعداداعضایمجموعۀمتناهی،عددیحسابیاست.
کهیکمجموعۀمتناهیاست. }است , , , }2 4 6 8 مجموعۀاعدادطبیعیزوجیکرقمیبهصورت

مجموعهایکهمتناهینباشد،یعنیتعداداعضایآنحتیباصرفزمانخیلیزیادوامکاناتکافیهمقابلشمردننباشد،مجموعۀنامتناهینام
دارد.درواقعتعداداعضایمجموعۀنامتناهی،بایکعددحسابیقابلبیاننیستوازهرعددیکهدرنظربگیریم،بزرگتراست.

کهیکمجموعۀنامتناهیاست. }است , , ,...}5 10 15 5،بهصورت مجموعۀمضاربطبیعیعدد
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ݑ ݓ Functions      &Their Graphs تبدیل نمودار توابع

موجودباشد،برایانتقالافقیوعمودیآنبهترتیبزیرعملمیکنیم: y f x= ( ) تابع گرنمودار ا

y f x== ( ) انتقال نمودار
به صورت y f x= ( )  نمودار تابع

  مقابل است.

هاانتقالمیدهیم. y راستایمحور واحددر k را y f x= ( ) :نمودار y f x k= +( )  1

باشدمنحنیبهسمتپایینمیرود. k<0 گر باشدمنحنیبهسمتبالاوا k>0 گر 1ا

1

2

-1 x

y

                

1

-1

-1

x

y

xهاانتقالمیدهیم. واحددرراستایمحور k yرا f x= ( ) :نمودار y f x k= +( ) 2

باشد،منحنیبهسمتراستمیرود. k<0 گر باشدمنحنیبهسمتچپوا k>0گر ا
1

-1-2 x

y

                

1

1 2 x

y

f x( )+1 f x( )−1

f x( )+1
f x( )−1

هارادرچندنقطهقطعمیکند؟ x محور y f x== ++ −−1 2( بهصورتمقابلاست.نمودارتابع( y f x== ( )  نمودارتابع
 1)1

 2 )2
 3 )3

-1

1

1

-2-3-4

-2

4 )4

منتقلمیکنیم بهدستآید،سپسآنرایکواحدبهبالا y f x= −( )2 تابع واحدبهسمتراستمنتقلمیکنیمتانمودار 2 را y f x= ( ) تابع نمودار 2

برسیم: y f x= + −1 2( ) تابهنمودار

2واحدراست1واحدبالا
                                                                                                                                            

-1

1

1

-2-3-4

-2

y=f x

    
 →

      
-1

1

1

-2

-2

2 3

y=f x-2

    
 →

                                                                                     

نقطهمتقاطعاند. 2 هادر x ومحور y f x= + −1 2( ) باتوجهبهشکلواضحاستنمودارتابع

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs انبساط و انقباض  نمودار تابع

موجودباشد،برایانبساطوانقباضآنبهترتیبزیرعملمیکنیم: y f x= ( ) گرنمودار ا

y f x== ( ) انبساط و انقباض نمودار

به صورت y f x= ( )  نمودار تابع
 مقابل است.

 

برابرمیکنیم. k را f x( ) تابع :عرضتمامنقاطنمودار y kf x= ( )  1

بازتر( y محور امتداد  )در منبسط kضریب با y محور امتداد  در نمودار باشد،  k>1 گر ا
امتداد )در منقبض kباضریب y امتدادمحور  در نمودار 0باشد، 1< <k گر ا و میشود

،فشردهتر(میشود. y 1محور

2

-1 x

y

                1-1 x

y

1

2
�

برابرمیکنیم. 1
k

را f x( ) تابع :طولتمامنقاطنمودار y f kx= ( )  2

0 1< <k گر منقبضمیشودوا 1
k

هاباضریب x امتدادمحور باشد،نموداردر k>1 گر ا

منبسطمیشود. 1

k
xهاباضریب امتدادمحور 1باشد،نموداردر

2
�1

2
�

1

-
x

y

                
2-2 x

y

1

y f x=2 ( ) y f x= 12 ( )

y f x= ( )2 y f x= ( )
1
2

Lesson.2دهم + حسابان 1 و 2انتقال و تبدیل نمودار تابع و آشنایی با توابع معروفدرس  دوم
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3 کدام است؟  y f x== ( به صورت مقابل است. قسمتی از نمودار تابع( y f x== ++1 2( ) Test نمودار تابع

 )4   )3   )2   )1

برسیم و سپس طول تمام نقاط را دو برابر می کنیم  y f x= ( )2 را یک واحد به پایین منتقل می کنیم تا به نمودار y f x= +1 2( ) 3 ابتدا نمودار تابع

به دست آید: y f x= ( ) تبدیل می کنیم( تا نمودار x
2

را به x (

      

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs قرینۀ نمودار نسبت به محورها و مبدأ مختصات

قرینۀ نمودارها
y f x= (  نمودار تابع به صورت(

مقابل است.
1

1

-1 x

y

f x( )−  1

ها قر ینه می کنیم. y را نسبت به محور y f x= ( ) نمودار
1

1

-1 x

y

−f x( )  2

ها قرینه می کنیم. x را نسبت به محور y f x= ( ) نمودار
1-1

-1

x

y

− −f x( )  3

را نسبت به مبدأ مختصات قرینه می کنیم. y f x= ( ) نمودار
1-1

-1

x

y

قرینه می کنیم. x رسم و سپس آن را نسبت به محور k kf را با فرض مثبت بودن x( ) k باشد، ابتدا نمودار  <0 گر  ا y kf x= ( )  برای رسم نمودار

ها قرینه می کنیم. y k رسم می کنیم و سپس آن را نسبت به محور f را با فرض مثبت بودن  kx( ) k باشد، ابتدا نمودار <0 گر  ا

به وجود آید. سپس  y= −| x |1 را یک واحد به سمت راست منتقل می کنیم تا نمودار تابع y= | x ، ابتدا نمودار تابع| y= − −| x |1   برای رسم نمودار تابع

ها قرینه می کنیم. x آن را نسبت به محور

 →
یک واحد به
سمت راست  →

قرینه نسبت
به محور xها
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کدام است؟  y x f x== | x | ( ) به صورت مقابل است. نمودار تابع y f x== ( )   نمودار تابع

 )4   )3   )2   )1

است، بنابراین نمودار آن به صورت مقابل است: y f x= − ( ) برابر x <0 و در y f x= ( ) برابر x >0 در y
x
f x= | x | ( ) 4 تابع

 

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs به یکدیگر f ax b( )+ و f ( )x تبدیل نمودارهای

، به ترتیب زیر عمل می کنیم: y f x= ( ) کمک نمودار تابع  y با  f ax b= +( )  برای رسم نمودار تابع 
واحد در راستای افقی جابه جا می کنیم.  b y را به اندازۀ f x= ( ) ، نمودار  b 1 با توجه به علامت

2 طول تمام نقاط نمودار را بر a تقسیم می کنیم.
y 

x
3-3 5

3 y= f(x)

کنید.  را ر سم  y f x= −( )2 1 به صورت مقابل است. نمودار تابع  y f x= ( )  نمودار تابع 

2تقسیم می کنیم: را یک واحد به سمت راست منتقل می کنیم. سپس طول تمام نقاط را بر  f   ابتدا نمودار تابع
y 

x
2-1 3

3

2¾
1

y= f(2x-1)
y 

x
4-2 6

3

1

y= f(x-1)

  

y به ترتیب زیر عمل می کنیم: f ax b= +( ) y با کمک نمودار  f x= ( )  برای رسم نمودار تابع 
برسیم.  y f x b= +( ) ضرب می کنیم تا به نمودار تابع a 1 طول تمام نقاط نمودار را در

b باشد، نمودار را به اندازۀ b واحد به سمت چپ منتقل می کنیم. <0 گر  باشد، نمودار را به اندازۀ b واحد به سمت راست و ا b >0 گر  2 ا

کنید. را رسم  y f x= ( ) y به صورت مقابل است. نمودار تابع f x= +( )3 2  نمودار تابع 
2واحد به سمت راست منتقل می کنیم: 3 ضرب می کنیم و سپس نمودار حاصل را  ابتدا طول تمام نقاط را در

     

y 

x
2

2

6 7

y 

x
-2 4 5

2

3¾
5

3¾
43¾

2-

y 

x

2

کدام است؟   y f x== −− −−( )1
2 1 y به صورت مقابل است. نمودار تابع  f x== ( )  نمودار تابع 

 )4   )3   )2   )1

4  تغییرات را مرحله به مرحله اعمال می کنیم:

y f x= ( )                                            y f x= −( )1                                               y f x= −( )
1
2 1                                                   y f x=− −( )

1
2 1                  

  x x→ −1

1 واحد به راست
    

انبساط با ضریب 2 
در راستای افقی قرینه نسبت به   

محور xها
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ݑ ݓ Functions      &Their Graphs توابع چند جمله ای

a و همۀ ضرایب عدد حقیقی هستند 
n

≠0 که در آن n عددی صحیح و نامنفی و   f x a x a x a x a
n
n

n
n( ) ...= + + + +−

−
1

1
1  هر تابع به صورت0

می نامند. n را یک تابع چندجمله ای از درجۀ

چند ویژگی

درجه تعریف نمی شود. f x( )=0 برابر صفر است.1 برای تابع f x c( )= 2 درجۀ تابع ثابت

برابر1است. f x mx b( )= + برابر2است.3 درجۀ تابع خطی f x ax bx c( )= + +2 4 درجۀ تابع سهمی

است.  دامنۀ توابع چند جمله ای برابر مجموعۀ اعداد حقیقی یعنی 

4است؟ کدام یک از توابع زیر یک تابع چندجمله ای از درجۀ   

y x x= + +4 2 1 )4  y x x= + +4 2 1)3  y x x= + +4 52 3 )2  y x= +2 14
)1

3 به بررسیگزینهها می پردازیم:

1 درجۀ این تابع برابر1است.
است. 5 است، پس این تابع از درجۀ 5 2 بزرگ ترین درجۀ این تابع برابر

است. 4 است، پس این تابع از درجۀ 4 3 بزرگ ترین درجۀ این تابع برابر

2x عددی صحیح نیست؛ پس این تابع چندجمله ای نیست. در عبارت x 4 در این تابع توان

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs تابع خطی

نشان دهندۀ عرض از مبدأ است. b برابر شیب خط و a تابع خطی می گویند. می دانیم در این تابع f x xa b( )= +  به هر تابع به صورت

در شکل های زیر نشان داده شده اند: b و a با توجه به علامت y ax b= +  نمودار توابع خطی

در حالت های مختلف y ax b== ++ نمودار تابع

a b> >0 0,a b> <0 0,a b< >0 0,a b< <0 0,

تبدیل می شود. به این تابع، تابع همانی می گویند. y x= به تابع y ax b= + باشد آنگاه تابع خطی b و0= a =1 گر   ا
نیمساز ناحیۀ اول وسوم دستگاه مختصات است. y x= کنید خط توجه 

تبدیل می شود. به این تابع، تابع ثابت می گویند. y b= به تابع y ax b= + باشد آنگاه تابع خطی a =0 گر  ا

f را به دست آورید. g( ) ( )4 5× است، حاصل f g( ) ( )3 3 5+ = تابعی ثابت باشد و بدانیم g f تابعی همانی و گر  ا

f g g g( ) ( ) ( ) ( )3 3 5 3 3 5 3 2+ = ⇒ + = ⇒ = است، بنابراین با توجه به صورت سؤال داریم:  f ( )3 3= تابعی همانی است، پس f  چون

f g( ) ( )4 5 4 2 8× = × = ثابت است، پس به ازای تمام مقادیر برابر 2 است. بنابراین:  g حال چون تابع



0 0
ام
ه �ج ا

گی
ق س�
و �ی �چ 

دو
�|


ق �
ش هس

ل
ص
ن �

Ga
jma

rke
t.co

m
 در

ن
لای

د آن
خری

N
ew

 ge
ne

ra
tio

n
at

he
m

at
ics

M

188189

N
ew

 ge
ne

ra
tio

n
al

cu
lu

s
C

bکدام است؟ باشد، آنگاه lim
x

x x
ax b→→

−− −−
++

==
2

3 2 1
2 گر   ا

1 )4  2 )3  −1)2   −2 )1

ریشۀ x=2است.بنابراین 0
0

کسردارایابهام است،پس 12 کهحاصلحدبرابرعدد برابرصفرمیشود.اماازآنجایی x=2کسربهازای 2  صورت

1 a b( )2 0+ = کسرنیزاست: مخرج

میشود،پس: 12 ازطرفیپسازرفعابهام،حاصلحدبرابر

lim lim
x x

x x

ax b

x

a a

Hop

→ →

− −
+

−
− =

−

2 2
3 2

1 3
2 3 2 1 34

0
0

= = ⇒ =1
4

1
2

1
2a a  

2 12 0 1( )+ = ⇒ = −b b داریم: 1  در a باجایگذاری

ݑ  �� � Limits    &Continuityݔ ݕ مثلثاتی 0
0

کمک کهدرصورتومخرجآنهاعبارتمثلثاتیوجوددارد،بایدعاملصفرشوندهدرصورتومخرجرابه  0
0

کسرهای برایرفعابهام  
کتورگیریازبینببریم. اتحادهایجبرییامثلثاتی،تجزیهیافا

می رسیم: 0
0

در صورت و مخرج به ابهام x = π
4

با جایگذاری lim x s x

c x s x
x→

−
−π

4

3 3cos in

os in
 برای محاسبۀ

lim
c x s x x xc x s x

x

x x

→

+

− + +
π
4

1

2 2( os in )(cos sin os in

sin cos� ����� ������
)

os in
sin cos

c x s x−
= + = + × = + =1 4 4 1

2
2

2
2 1 12

3
2

π π

مینویسیم. sin
cos
x
x
وجودداشتهباشد،بهجایآن tanx کسر، گردرصورتیامخرجیک  ا

lim
x c x

x
lim

s x c x
s x
c x

l
x x→ →

+
+ = +

+
= →

3
4

3
4

1
0
0 1π π

sin os
tan

in os
in
os

iim
s x c x
c x s x
c x

lim c x c
x x→ →

+
+ = = = −

3
4

3
4

3
4

2
2π π

πin os
os in
os

os os

کمانآنهابهسمتصفرمیلمیکند، برایمحاسبۀحدهایمثلثاتی،وقتی  
کنیم: هم ارزی های مثلثاتی وقتیu→0میتوانیمازهمارزیمثلثاتیاستفاده

sinu u cosu
u

1 2
2

− tanu u

sinn nu u cosnu n
u

1 2
2

− tann nu u را به دست آورید. lim cos
tanx

x
x→ −

−
0
2 2 2  حاصل

کنیم: می توانیم از هم ارزی های مثلثاتی استفاده  x→ −
0  چون

lim lim
( )

lim lim
cos

tanx x x x

x
x

x
x x x→ → → →− − −

− =
−

= =
−

0 0 0 0

2
22 2 2 22 1 42 4

−− −

−

→
= − = −2 2 2

0

| |
lim

x

x

x

xx



 

گرپسازاستفادهازهمارزیها،همۀعبارتهایموجوددرصورتیامخرجکسرباهمسادهشوند،حاصلحدقابلاطمیناننیست.برای  ا
کنیم. کنیموسپسحاصلحدرامحاسبه کردناستفاده گویا کتورگیری،اتحادهاو حلاینمسائلبایدازفا

رفع ابهام

)خارج - 98( کدام است؟   lim sin
[ ] cosx

x
x x→→ ++ ++1

2ππ
ππ

  حاصل

2π )4  π )3  2 )2  1 )1

]برابر1است،پس: ]x ،مقدار x→ +
1 2 وقتی

lim
sin
[ ] cos

lim
cos

cosx x

x
x x

x

x→ →+ ++ = −
+1 1

2 21
1

π
π

π
π = − +

+→ +
lim

( cos )( cos )

cosx

x x

x1

1 1

1

π π
π

= − = − = − − =
→ +
lim ( cos ) cos ( )
x

x
1
1 1 1 1 2π π
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ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� 4 3α α, نسبت مثلثاتی 

بهدستمیآیند. 3α قراردهیم،آنگاهنسبتهایمثلثاتیزاویه 2α بهجایβزاویه cos( )α β+ و sin( )α β+ روابطمثلثاتی گردر ا

sin sin sin3 3 4 3α α α= −  cos cos cos3 4 33α α α= −

cos3α کدام است؟ باشد، آنگاه مقدار cosα = 34
گر  ا

cos3 4 3 27
16

36
16

9
16

3
4

3
4

3α = − = − = −( ) ( ) است، پس:  cos cos3 4 33α α α= − cos  می دانیم

چقدر است؟ cos
cos

3
4
θθ
θθ

بع اول باشد، حاصل کمانθθدر ر و انتهای  sinθθ == 3
3 گر  ا

2
5

)4 − 6
7

)3 − 2
5

)2  6
7

)1

است: cosθ بعاولقراردارد،پس0< ر θدر که آنجایی رابهدستمیآوریم.از cos2θ و cosθ ابتدامقادیر 1

cos sin cos2 21 1 13
2
3

2
3

θ θ θ= − = − = ⇒ = ⇒ = − = × − =cos cos2 1
32 1 2 123

2θ θ 

بنابراینخواهیمداشت:
cos

cos

cos cos

cos

3
4

4 3
2 2 1

4 3

2 1

2
3

2
3

1
3

3

2

3

2

θ
θ

θ θ
θ

= −
−

=
−

−

( ) ( )

( )
=

−

−
=

−

−
=

8 2
3 3

6

7
9

8 6 9 6
9
7
9

6
7 

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� α β± کمان های  معادلات مثلثاتی شامل 

کنیم. استفاده cos( )α β± و sin( )α β± روابط برایحلبعضیازمعادلاتمثلثاتی،لازماستاز
] به دست آورید. , ]0 π cos را در بازۀ cos sin sin sin3 3x x x x x+ =  جواب های معادلۀ

)cos سمت چپ معادله را ساده می کنیم: )α β−    با استفاده از بسط
 cos cos sin sin cossin sin

cos( x x)

3 3 2
3

x x x x xx x+ = ⇒ =
−� ����� �����

 

cos بازنویسی می کنیم: cos( )2

2

x x= −π معادلۀ مثلثاتی را به صورت  sin cos( )x x= −π
2

حالا با استفاده از تساوی

2

2

2 2

2 2

2
3 6 6

5
6

0
x

x

k x

k x

x
k

x
x

k= ⇒ = +

=

+ −  →

− −

=∈
∈π π

π π

π π π ππ
( )

( )

,
[ , ]



⇒⇒ = −





  →∈
∈x k

x

k2 2
0π π π[ , ]


                                                                                                                                                                جواب ندارد.

کنیم: روابطمثلثاتیزیراستفاده هستند،بایداز sin cosx x± کهشامل درحلمعادلاتمثلثاتی

sin cos sin( )x x x+ = +2 4
π

                        sin cos sin( )x x x− = −2 4
π

2کدام است؟ 2 sin cos sin cosx x x x= + کلی معادلۀ مثلثاتی  جواب 

است، پس: sin cos sin( )x x x+ = +2 4
π    می دانیم

2 22 2 2 4sin cos sin xsin cos sin( )x x x x x= ⇒ =+ +π 





= +

= + −
⇒







= ++

+ = +

2

2

2

2

2 44

4
2
3 4

x

x

k

k

x kx

x x
k

π

π π

π ππ

π π π
( )

( )

است. x k= +2
3 4
π π کلی به صورت x را نیز شامل می شود. پس جواب  k= +2 4π π کامل تر بوده و تمام جواب های   x k= +2

3 4
π π چون جواب 

گر طرفین معادله را به توان 2 برسانید، ممکن است جواب اضافی ایجاد شود! کنید ا توجه 
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ݑ  �� � Limits    &Continuityݔ ݕ نمودارهایحفرهدار!

دارای حفره ]نقطۀتوخالی[ است.  x a= داده می شود که در نقطۀ f  در بعضی سؤالات، نمودار تابع کسری

در این سوالات باید به دو مورد زیر توجه کرد:
است. f کسر تابع ج  ریشۀ مشترک صورت و مخر x a=  1

a

L

f

است.  L برابر x a→ وقتی f 2 حاصل حد تابع
 

کدام است؟ a b+ به صورت مقابل است. مقدار f x x

x
( )= −

−
2 4
2  نمودار تابع

است. از طرفی با توجه به نمودار: a=2است، پس f کسر تابع ریشۀ مشترک صورت و مخرج  x   چون2=

lim ( ) lim lim
( )( )

lim(
x a x x x

f x b
x

x

x x

x
x

→ → → →
= ⇒ −

−
− +

−
= +

2 2 2

2 4
2

2 2
2

2
0
0 ))= ⇒ = ⇒ + = + =4 4 2 4 6b a b

                                      

x 

y

a

c

کدام�است؟� �a b c−− ++ است.�مقدار f x x x
x b( ) == ++ −−
++

2 2 3
بوط�به�تابع �مقابل�مر   نمودار

4 )1

2 )2

3 )3

6 )4

کسر است. ج  ریشۀ مشترک صورت و مخر x a= ها دارای حفره است، پس x در سمت راست محور f 4  با توجه به شکل صورت سؤال، نمودار تابع

1 0 1� � � ��b b کسر را نیز صفر می کند:  ج  بوده و مخر a=1هستند، پس x��3 و x=1کسر که ریشه های صورت  از آن جایی 

از طرفی داریم:

c f x
x x

x
x

x x

x x

x
= + −

− = + =
→ →

− +

→
lim ( ) lim lim( )

( )( )

1 1

1 3

1

20
0 2 3

1 3

��� ��

44  
a است. b c− + = − − + =1 1 4 6( ) پس

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Jo
h

n
 

F
o
rb

e
s 

N
a
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ݑ  �� � Limits    &Continuityݔ ݕ مفهومپیوستگی

کرد، می گوییم آن نمودار مربوط به تابعی پیوسته است. در غیر این صورت،  کاغذ رسم  گر بتوان نمودار تابعی را بدون برداشتن قلم از روی    ا
تابع را ناپیوسته می گوییم.

                         
� ������������ ������������       � ������������ ������������                                                                                  ناپیوسته                                                                                                                                                  پیوسته                     

باشد؛ به عبارت دیگر: f a( ) موجود و برابر x a= گاه حد این تابع در از دامنه اش پیوسته می گوییم، هر  x a= را در نقطۀ f  تابع

lim f x f a
x a→

=( ) ( )

Lesson.3 صفحۀ145تا151حسابان1پیوستگیدرسسوم
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ݐ  ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� [ ( )]limf x
x a→

و lim f x
x a→
[ ( )] تفاوت

]است. ( )] [ ]lim f x L
x a→

= ،دراینصورت lim f x L
x a→

=( ) گر ا

lim f x lim f x
x x→ →

= ⇒ = =
5 5

3 3 3( ) [ ( )] [ ]                                 lim f x lim f x
x x→ →

= ⇒ = =
5 5

3
2

3
2 1( ) [ ( )] [ ]

      lim x lim x
x x→ →− −

= ⇒ = =
2
2

2
24 4 4[ ] [ ]

تابع  رفتار به باید حتماً x a= نقطۀ ]در ( )]f x تابع حد یافتن برای پس است. متفاوت  y f x= ( ) تابع  نمودار با y f x=[ ( تابع[(  نمودار 
است. y f x=[ ( )] کهمناسبترینراه،رسمنمودار کنیم دراطرافایننقطهتوجه y f x=[ ( )]

] را در اطرافx=2 رسم و بررسی کنیم. ]x lim را به دست آوریم. باید نمودار تابع x
x→ −

2

[  می خواهیم حاصل[

     lim x
x→ −

=
2

1[ ]

کدام است؟ lim f x
x→→0
[ ( )] +[ ( )]lim f x

x→→0
f به صورت زیر است. حاصل x x( ) == −−2 2  نمودار تابع

1 )1

2 )2

3 )3

4 )4

،آنگاهfبامقادیرکمتراز2به2نزدیکمیشود؛یعنی x→0است.ازطرفیوقتی[ ( )] [ ]lim f x
x→

= =
0

2 ؛پس2 lim f x
x→

=
0

2( ) باتوجهبهنمودار، 3

.بنابراینمجموعایندوحدبرابر3است. lim f x
x→

−= =
0

2 1[ ( )] [ ]

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� حدهای جبری - مثلثاتی

بهصورتمقابلاست: f x s x
x

( ) in= تابع نمودار

باتوجهبهایننموداردونتیجۀمهمزیربهدستمیآید:

. lim s x
xx→

=
0

1in که باتوجهبهنمودار،واضحاست 1

1به1نزدیکمیشود. کمتراز بامقادیر sinx
x

تابع ،نمودار x→0وقتی 2

 lim x
xx→

−= =
0

1 0[ sin ] [ ]

حد و پیوستگی و مجانبدرس سوم
صفحه 141  تا 144  حسابان 1

Lesson .3 صفحۀ 55 تا 58 و 67 تا 69 حسابان 2
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خواهیمداشت: u→0کلیوقتی بهطور

lim
sin

u

u

u→
=

0
1 lim

sinu

u
u→

=
0

1 lim
tan

u

u

u→
=

0
1 lim

tanu

u
u→

=
0

1

کند، کماننسبتهایمثلثاتیبهسمتصفرمیل گر کهدرآنهاهردوتابعمثلثاتیوجبریوجوددارد،ا کسری برایمحاسبۀحدهای
کنیم: میتوانیمازهمارزیهایزیراستفاده

u→0 هم ارزی های مثلثاتی با شرط 

sin n nu u tann nu u cosn u n
u

1 2
2

−

کدام است؟ lim tan

cosx

x x

x→ +
−
−0
3

1 2
 حاصل

کنیم: می توانیم از هم ارزی استفاده  x→ +
0  چون

lim
tan

cos
lim

( )
lim lim

x x x x

x xx

x

x

x

x

x→ → →+ + +

−
−

= − = − =
0 0 02 2

3
1 2

3
2
2

2
2 →→ →+ +

− = − = − = −
0 0

2
2

2
2

2
2

2x

x

x

xx| |
lim

گرپسازاستفادهازهمارزیهایمثلثاتیفوق،همۀعبارتهایموجوددرصورتیامخرجکسرباهمسادهشوند،میتوانیمازهمارزیهای ا
کنیم: قویزیراستفاده

u→0 هم ارزی های قوی تر مثلثاتی وقتی 

sinu u
u

 −
3

6 tanu u
u

 +
3

3

tan sinu u
u− 

3

2

کدام است؟ lim tan sin
x

x x

x→
−

0 3
 حاصل

و داریم: sin
cos
x
x

می نویسیم tanx  به جای

lim
tan sin

lim
x x

x x

x

x

x→ →
− = =

0 03

3

3
2 1

2

)ریاضی خارج - 99( کدام است؟   lim
cosx

x x
x→→ −−

++ −− −−
−−0

2 3 2
1

 حاصل

2 )4  2 )3  − 2 )2  −2 )1

1برقراراست،پس: 2
2

−cosu u
 همارزی u→0 گر میدانیما 1

lim
cos

lim
| |x x

x

x x

x

x x

x
x

→ →

−

− −

+ − −
−

= + − −
0 0

2 3 2
1

2 3 2
1
22

2

� �� �� �


میرسیم،پسبااستفادهازقاعدۀهوپیتالداریم: 0
0
کسرحاصل،بهابهام در x حالباجایگذاری0=

lim lim
x x

x x

x

x xHop

→ →− −

+ − −

−
+

− −
−

−0 0

2 3 2
1
2

3
2 2 3

1
2 2
1
2

=
+

−
=

−
= −

3
2 2

1
2 2
1
2

4
2 2
1
2

2
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ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� تغییر متغیر مثلثاتی

باشدیاxبهسمت π کهزاویهبرحسب کهدرصورتیامخرجآنهاعبارتمثلثاتیوجوددارد،درصورتی ، 0
0

کسرهای برایرفعابهام

کمکبگیریم. کند،میتوانیمازتغییرمتغیر میل π زوایاییبرحسب

است.حالباقراردادن x a t− = کنیم بنویسیموفرض ( )x a− ،آنرابهصورت0→ x a→ کهوقتی  بهترینروشاستفادهازتغییرمتغیر،ایناست

بهدستمی آوریم. t→0نوشتهوحاصلحدراوقتیtکسررابرحسب تابع، بهجایxدر t a+

کدام است؟  lim sin
x

x

x→ −π π
 حاصل 

lim
s x
xx→ − = − =

π π
π

π π
in sin 0

0

کسر داریم:  در صورت و مخرج  x=π  با جایگذاری 

π را در عبارت به جای x قرار داده و حاصل حد را وقتیt→0 به دست  +t . x t− =π x می نویسیم و فرض می کنیم − →π →x را به صورت0 π حال

می آوریم:

lim
s x
x

lim
t

t
lim

s t

t
lim

s t
tx t t t→ → → →− = + = − = − = −

π π
πin sin( ) in in

0 0 0
1

 

کدام است؟  lim
x

xx→→ −− −−1

2
1

cos ππ
 حاصل

π−
2

 )4 π
2

 )3  −1
2

 )2 1
2

)1

مینویسیم: t −→0 رابهصورت x −→1 (،بنابراین x t= +1 )یعنی x t− =1 ،فرضمیکنیم 0
0

میرسیم.برایرفعابهام 0
0

به x باجایگذاری1= 3

lim
x

x
lim

t

t
lim

t

t
li

x t t→ → →− − −−
=

+
=

+
=

1 0 0
2
1

2 1 2 2cos cos ( ) cos( )
π π π π

mm
s t

tt→ −

−
−0
2in
π

= = × =
→ −

π
π

π
π π

2
2

2
2 1 20

lim
s t

t
t

in

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� مفهوم مجانب قائم

نامتناهیشود. x a=  رامجانبقائمتابعfمیگوییم،هرگاهحاصلحدراستیاچپتابعfدر x a= خط

x مجانب قائم تابع f خواهد بود: a= کردن x به سمت a ، حداقل یکی از شاخه های منحنی به سمت بی نهایت بروند، خط گر با میل     در نمودار تابع f ، ا

 lim (x)
x a

f
→ −

= −∞ lim (x)
x a

f
→ −

= +∞lim (x)
x a

f
→ +

= −∞lim (x)
x a

f
→ +

= +∞

که نمودار تابع در بی نهایت، بسیار به آن نزدیک می شود. به زبان ساده، مجانب قائم خطی است عمودی 

مجانب قائم تابع  x=0بنابراین خط . lim (x)
x

f
→ +

= +∞
0

و lim (x)
x

f
→ −

= −∞
0

که ، واضح است  f
x

(x)= 1  با توجه به نمودار تابع
f است.

کثردریکنقطهقطعمیکند. کدامازمجانبهایقائمخودراحدا نموداریکتابعمیتواندهر
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کدام نمودار زیر مجانب قائم وجود ندارد؟  در 

)4  )3  )2   )1

4 گزینه ها را بررسیمیکنیم:

∞− می روند،  و +∞ 1 وقتی x از سمت چپ و راست به 2 نزدیک می شود، شاخه های منحنی به سمت

مجانب قائم تابع است.  x پس2=

مجانب قائم تابع است. x می روند، پس0= −∞ 2 وقتی x از سمت چپ و راست به صفر نزدیک می شود، شاخه های منحنی به سمت

مجانب قائم تابع است. x = می رود؛ یعنی2− +∞ 3 وقتی x از سمت چپ به 2- نزدیک می شود، شاخۀ منحنی به سمت

4 با توجه به نمودار، برد تابع محدود می باشد، بنابراین تابع نمی تواند مجانب قائم داشته باشد.

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� ( )I کسری  تعیین مجانب قائم توابع 

آنگاه خط f باشد،  کسری  ج تابع  x ریشۀ مخر a= گر ا آوریم.  را به دست  ج  کسری، باید ریشه های مخر  برای تعیین مجانب قائم در توابع 

که: به شرطی مجانب قائم است  x a=
کنیم. x در دامنۀ تعریف تابع باشد. بنابراین باید ابتدا دامنۀ تابع را تعیین  a= 1 حداقل یکی از همسایگی های راست یا چپ

بی نهایت شود. x a→ 2 حاصل  حد تابع وقتی

در تابع پس }−میباشد، }2 تابع دامنۀ و است مخرج ریشۀ x=2 که آنجایی از کنیم. تعیین را  f x x
x

( )= −2
تابع قائم مجانب میخواهیم 

بهدستمیآوریم: x→2تعریفشدهاست.حالحدتابعراوقتی x =2 همسایگینقطۀ

lim
x

x
x→ −− − = = −∞

2 2
2
0

lim
x

x
x→ ++ − = =+∞

2 2
2
0

مجانبقائمتابعاست x خط2=

هیچ است، [ , )0 +∞ برابر تابع این دامنۀ که آنجایی از اما است،  x = ریشۀمخرج2− کنیم. پیدا را  f x x
x

( )= +2
تابع قائم مجانب میخواهیم 

مجانبقائمتابعfنیست. x = همسایگیازریشۀمخرجدردامنۀتابعنیست،درنتیجهخط2−

کدام تابع زیر دو مجانب قائم دارد؟  

f x
x

x
( )

| |=
−2 1

)4  f x x

x
( )=

−2 1
)3  f x

x
( )=

−
1

1

)2  f x x

x
( )= −1  )1

ج محاسبه می کنیم: 4 برای بررسی مجانب قائم، حد تابع را در ریشه های مخر

x تعریف شده است، بنابراین:  }− می باشد، پس تابع در همسایگی نقطۀ1= }1 ج است. با توجه به این که دامنۀ تابع ریشۀ مخر x =1  1

lim
x

x
x→ − = ∞

1 1

مجانب قائم است.   x خط1=
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→x بررسی  +
1 ) است. بنابراین فقط می توانیم حد تابع را وقتی , )1 +∞ کسر است، از طرفی دامنۀ تابع به صورت  ج  x ریشۀ مخر =1 2 در این تابع نیز

کنیم:
lim
x x→ + ++ −

= = = +∞
1

1
1

1
0

1
0

x مجانب قائم است.   =1 خط   

] است. با توجه به این که تابع در همسایگی چپ و راست , ) { }0 1+∞ − x هستند. از طرفی دامنۀ تابع به صورت = −1 و  x =1 کسر ج  3 ریشه های مخر

بررسی می کنیم: x =1 کرد. بنابراین شرط وجود مجانب قائم را فقط در x بررسی  = −1 x  تعریف نشده، نمی توان حد تابع را در = −1

lim
x

x

x→ −
= = ∞

1 2 1
1
0 x مجانب قائم است.    خط1=

x هستند و تابع در همسایگی چپ و راست هر دو نقطه تعریف شده است، پس شرط مجانب قائم را در این دو نقطه  = x و1− ج1= 4 ریشه های مخر

بررسی می کنیم:
lim

| |

lim
| |

x

x

x

x

x

→

→−

−
= = ∞

−
−

= = ∞









1 2

1 2

1
1
0

1
1
1
0

x هر دو مجانب قائم هستند.   = x و1−   خط های1=

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� ( )II کسری  تعیین مجانب قائم توابع 

0 ایجاد 
0

حالت مبهم lim (x)
x a
f

→
کسر باشد، در محاسبۀ ج  x ریشۀمشترک صورت و مخر a= گر کسری f، ا هنگام تعیین مجانب قائم تابع 

کلی زیر مواجه می شویم: کنیم. سپس با دو حالت  می شود. در این صورت باید تابع را تا حد امکان ساده 
مجانب قائم تابع است. x a= کسر باشد، آنگاه خط ج  x ریشۀ مخر a= کسر کردن  گر پس از ساده  1 ا

کنید. راتعیین f x
(x)

(x )
= −

−
1
12

مجانبقائمتابع

تعریفشدهاست.حالحدتابعراوقتی x است،پستابعدرهمسایگینقطۀ1= −{ }1 برابر کسربودهودامنۀتابع ریشۀمخرج x=1که ازآنجایی 

مینویسیم.حال f
x

(x)= −
1

1

راازصورتومخرجسادهمیکنیموآنرابهصورت (x )−1 برخوردیم،عامل 0
0

بهدستمیآوریم.چونبهحالتمبهم x→1

بهدستمیآوریم: x→1حدتابعراوقتی

lim
x x→ − = ∞

1

1

1

 مجانبقائمتابعاست. x خط1=

x توخالی خواهد بود. a= کسر نباشد، آنگاه نمودار تابع f در ج  ریشۀ مخر x a= کردن، گر پس از ساده  2 ا

کنید. راتعیین f x
x

(x)= −
+
2 4
2

مجانبقائمتابع

محاسبۀ هنگام اما است، تعریفشده x = درهمسایگی2− تابع پس است. − −{ }2 برابر آن دامنۀ و بوده کسر مخرج ریشۀ x = −2 که آنجایی از 

راازصورتومخرجسادهمیکنیم: (x )+2 برمیخوریم،عامل 0
0

بهحالتمبهم lim
x

x
x→−

−
+2

2 4
2

f
x

x x
x x(x)

(x )(x )
,= −

+
= − +

+
= − ≠ −

2 4
2

2 2
2 2 2

ایجادنقطۀ fنیستوباعث تابع مجانبقائم x = برابر4-است.پسخط2− x→ fوقتی2− تابع واضحاستحد

توخالیدرنمودارآنمیشود:

x مجانب قائم دارد؟ == 1 کدام تابع در  g را در نظر بگیرید.  x x
x x

( ) == −−
−− ++

1
3 22 و f x x

x x
( ) == −−

−− ++
1

2 12  توابع

4( هیچ کدام 3( هر دو   g 2( فقط  f 1( فقط
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ج است، پس ابتدا هر دو تابع را ساده می کنیم: ریشۀ مشترک صورت و مخر x 1 در هر دو تابع، 1=

f x
x

x x

x

x x
( )

( )
= −

− +
= −

−
= −

1
2 1

1
1

1
12 2 مجانب قائم است.   x خط 1=  

g x
x

x x

x
x x x

( )
( )( )

= −
− +

= −
− − = −

1
3 2

1
1 2

1
22 مجانب قائم است.   x =2 خط   

نقطۀ تو خالی خواهد بود. x خط1= g(x) در تابع

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� تعیین مقدار پار امتر در سؤالات مجانب قائم

کنیم: کردن مقادیر پارامترهای ضابطۀ f ، باید به دو مورد زیر توجه  گر نمودار تابع f را داشته باشیم، برای مشخص  کسری، ا  در توابع 
کسر است. ج  1 طول مجانب قائم تابع f ، ریشۀ مخر

کسر است. ج  2 طول نقطۀ توخالی، ریشۀ مشترک صورت و مخر

f
x
x x

(x)
(x )

= −
− =22

1 داریم: x ≠2 بهازایهر f x x
x x

( )
( )

= −
−
2

2

درتابع

مجانبقائمآناست.]به نمودار تابع f توجه کنید:[ x نقطهایتوخالیروینمودارتابعfاستوخط0= x بنابراین2=

کدام است؟  a b++ f به صورت مقابل است. مقدار x x
x ax b

( ) == −−
++ ++

3
2  نمودار تابع

 -2 )2   2 )1

-1 )4   1 )3

کسر است: ج  x ریشۀ مخر = مجانب قائم تابع f است؛ پس2 x = 3 با توجه به نمودار تابع، خط2

x = 2   2 2 02+ + =a b( )   2 4a b+ = −   1  
ج نیز هست: ، ریشۀ مخر x = 3 از طرفی در نمودار، نقطۀ توخالی وجود دارد، پس ریشۀ صورت یعنی

x = 3   3 3 02+ + =a b( )   3 9a b+ = −   2  

2حال با حل دستگاه زیر مقادیر a و  b را به دست می آوریم: 4
3 9

5 6a b

a b
a b

+ = −
+ = −{ ⇒ = − =,   a b+ =1  

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� نمودار تابع در اطراف مجانب قائم

x محاسبه کنیم تا نامتناهی بودن حد تابع  a→ − x و  a→ + x باید حد تابع f را وقتی  a=  برای رسم نمودار تابع f در اطراف مجانب قائم 

( را در اطراف a مشخص کنیم. −∞ یا +∞ ( ∞ و همچنین علامت 

،مشخصکنیم: x→ −
3 و x→ +

3 رسمکنیم.بدینمنظور،بایدحدتابعfراوقتی x = 3 رادراطرافمجانبقائم f x x
x

( )=
−
2
3
میخواهیمنمودارتابع

lim

lim

x

x

x
x

x
x

→ +

→ −

+

−

− = = +∞

− = = −∞









3

3

2
3

6
0

2
3

6
0
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x و اعداد حقیقی مثبت،  صفر می شود،   را در اطراف مجانب قائم آن رسم کنیم. از آن جایی که مخرج کسر به ازای 0= f
x

(x)
|x |

= −
1  می خواهیم نمودار تابع

x=0 را در تابع  این منظور حد چپ  برای  کنیم.  بررسی  x=0 را فقط در قائم  باید وجود مجانب  تابع،  به دامنۀ  توجه  با  است.  ( , )−∞ 0 تابع پس دامنۀ 
محاسبه می کنیم:

lim (x) lim
x x

f
x→ → −− −

= = = −∞
0 0

1
2

1
0

مجانب قائم تابع f است.   x =0  

دراطرافخطمجانبقائم f همعلامتباشند،آنگاهنمودارتابع x a= در fباشدوحدراستوچپتابع f مجانبقائمتابع x a= گرخط ا
انفصال مضاعف دارد[: x a= در  f بهصورتزیرخواهدبود]تابع  x a=

lim ( )
x a
f x

→
=+∞

x = a

lim ( )
x a

f x
→

=−∞

x = a

x چگونه است؟ == 0 f در اطراف مجانب قائم x x x( ) | |==
++
1   نمودار تابع 

 )4   )3   )2   )1

مقادیرمنفی،مخرجتابعبرابرصفراست.بنابراینبرایبررسیرفتارتابعfدراطرافمجانبقائم، x است،چونبهازای0= ( , )0 +∞ دامنۀتابعبهصورت 2

بهدستآوریم: x فقطمیتوانیمحدراستتابعرادرنقطۀ0=

lim ( ) lim
x x

f x
x→ → ++ +

= = = +∞
0 0

1
2

1
0

    

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� مجانب قائم توابع لگاریتمی

کنید: دقت y f x l x
a

= =( ) og تابعلگاریتمی بهنمودار

0
1

<
<aa>
1

lim log

lim log

x
a

x
a

x

x

→

→+∞

+
= +∞

= −∞
0    

lim log

lim log

x
a

x
a

x

x

→

→+∞

+
= −∞

= +∞
0

است. f x x
a

( ) log= مجانبقائمتابع x =0 کهخط گفت اینتوابع،میتوان باتوجهبهنمودار

کرد. محاسبه  x→ −
0  با توجه به این که لگاریتم برای مقادیر منفی تعریف نشده است نمی توان حد آن را وقتی

است. g x
x a

( ) log=
−
1 و f x x a( ) log( )= − ،مجانبقائمهردوتابع x a= خط
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کدام یک از این توابع مجانب قائم دارند؟ g را در نظر بگیرید.  x x( ) log==
−−
1
2 و f x x( ) log( )== −−2  توابع

کدام 4( هیچ 3( هردو g2( فقط f1( فقط

∞میشود: ،برابر x→ +
2 مجانبقائممحسوبمیشود،چونحاصلحدهردوتابعوقتی x = درهردوتابعfوg،خط2 3

lim ( ) lim log( ) log
x x

f x x
→ →

+
+ +

= − = = −∞
2 2

2 0  lim ( ) lim log log log( )
x x

g x
x→ → ++ +

= − = = +∞ = +∞
2 2

1
2

1
0

کنید: ایندوتابعنیزتوجه بهنمودار

g lo
x

log log(x) g (x ) (x )= − = − = − −−1
2 2 21

f lo(x) g(x )= −2

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� آشنایی با مجانب افقی

برقرارباشد. lim (x) L
x

f
→−∞

= و lim (x) L
x

f
→+∞

= مینامیم،هرگاهحداقلیکیازدوشرط y f x= ( رامجانبافقی( y L= خط

مجانب افقی تابع f است. y=2  در نمودارهای زیر، خط

lim ( )
x

f x
→ ∞±

=2lim ( )
x

f x
→ ∞±

=2lim ( )
x

f x
→−∞

=2lim ( )
x

f x
→+∞

=2

 هر تابع خطی موازی محورx ها، مجانب افقی خودش می باشد.

مجانب افقی تابع f می باشد. y = ، بنابراین خط2 lim ( )
x
f x

→+∞
=2  در نمودار مقابل،



کدام تابع فقط یک مجانب افقی دارد؟   

 )4   )3   )2   )1

بررسی گزینه ها:  3

،مقادیرتابعبههیچعددحقیقینزدیکنمیشوند،پساینتابعمجانبافقیندارد. x→ وقتی∞ 1
مجانبهایافقی y = −2 و y = ،مقادیرتابعبهسمت2-میلمیکند،پسخطهای2 x→ −∞ ،مقادیرتابعبهسمت2ووقتی x→ +∞ وقتی 2

تابعهستند.

است. y = میروند،پستنهامجانبافقیاینتابعخط2 +∞ ،مقادیرتابعبهسمت x→ +∞ ،مقدارحدتابعبرابر2استووقتی x→ −∞ وقتی 3

 +∞ ،مقادیرتابعبهسمت x→ +∞ ]است.ازطرفیوقتی , )− +∞2 کند،چوندامنۀتابعبهصورت میل گزینهxنمیتواندبهسمت∞− این در 4

میروند،پساینتابعمجانبافقیندارد.
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ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� تعیین مجانب افقی

بهدستآوریم.  −∞ یا +∞ براییافتنمجانبافقیتابعf،بایدحاصلحدتابعfرادر

y=4 است؛ چون: f خط x x
x

( )= +
−

4 3
5

 مجانب افقی تابع

lim ( ) lim lim
x x x

f x
x
x

x
x→∞ →∞ →∞

= +
− = =4 3
5

4 4  
f خطy=0 است؛ چون: x x

x
( )= +

−
3
12

 مجانب افقی تابع

lim ( ) lim lim lim
x x x x

f x
x

x

x

x x→∞ →∞ →∞ →∞
= +

−
= = = ∞ =3
1

1 1 02 2  

، عددی حقیقی نیست. بنابراین در این حالت تابع مجانب  x→∞ گر درجۀ صورت از درجۀ مخرج بیشتر باشد، حد تابع وقتی ، ا y f x

g x
= ( )

( )
گویای  در تابع 

افقی ندارد.

lim lim lim
x x x

x

x

x

x
x

→∞ →∞ →∞+
= = = ∞

3

2

3

23
مجانب افقی ندارد؛ چون:   f x

x
(x)=

+
3

2 3
 تابع

کند. ∞− میل  یا +∞ گر دامنۀ تابع f محدود به دو عدد حقیقی باشد، تابع مجانب افقی ندارد؛ چون x نمی تواند به  ا

کند، بنابراین  میل  −∞ یا +∞ که از هر دو طرف محدود است، پس x نمی تواند به سمت D است 
f
= −[ , ]3 3 f به صورت x x( )= −3  دامنۀ تابع

تابع f مجانب افقی ندارد.

بهدستآوریم. x→ −∞ وهمبرای x→ هنگامیافتنمجانبافقیتوابعشاملقدرمطلق،بایدحدتابعراهمبرای∞+

f را به دست آوریم:
x

(x)
|x |= +

−
2
3

  می خواهیم مجانب افقی تابع

lim ( ) lim lim
lim

| |
lim

| | | |

x x x

x xf x

x

xx

x

x

x→±∞ →±∞ →±∞
→+∞ →+= +

− = =
=2

3
∞∞

→−∞ →−∞

=

= − = −









x
x

x

x
x
xx x

1

1lim
| |

lim
 

=y مجانب های افقی تابع f هستند. بنابراین خط هایy=1 و1−

y مجانب افقی است؟ == 2 کدام تابع خط  در 

f x
x

x x
( )=

+
2

2

2

)4 f x x

x
( )=

+
2
1

2

3 )3 f x x

x
( )= −

2
1
2

)2 f x x( )= −1 2
)1

کنیم: بررسی −∞ یا +∞ برایبررسیمجانبافقی،بایدحدتابعرادر 4

کند. میل −∞ یا +∞ ]محدوداست،پسxنمیتواندبهسمت , ]−11 دامنۀاینتابعبهصورت 1

چوندرجۀصورتازمخرجبیشتراست،تابعمجانبافقیندارد: 2

lim lim lim
x x x

x
x

x
x

x
→ ∞ → ∞ → ∞± ± ±− = = = ∞±2

1
2 2

2 2


است: y مجانبافقیاینتابع،خط0= 3
lim lim lim
x x x

x

x

x

x x→ ∞ → ∞ → ∞± ± ±+
= = ∞ ==

±
2 2 2
1

2 0
2
3

2
3

است: y مجانبافقیاینتابعخط2= 4
lim lim
x x

x

x x

x

x→ ∞ → ∞± ±+
= =2 2

2

2

2

2

2
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ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ�  تعیین مقدار پارامتر در مجانب افقی

کافیاست گاهیاوقاتتابعیباچندپارامتررابههمراهمجانبآنبهمامیدهندومقادیرپارامترهارامیخواهند.درحلاینسوالها 
معادلۀمجانبرابرحسبپارامترهابهدستآوردهوبرابربامعادلۀمجانبدادهشدهدرسوالقراردهیم.

f باشد. مقدار پارامتر a را به صورت زیر محاسبه می کنیم: x ax
x

( )= +
−
4

3 5
معادلۀ مجانب افقی تابع y=2 کنید خط  فرض 

lim ( ) lim
x x

f x
ax
x

a
a

→∞ →∞
= ⇒ +

− = ⇒ = ⇒ =2 4
3 5 2 3 2 6

 

کدام است؟ f است. معادلۀ مجانب قائم این تابع  x ax
a x

( )
( )

==
−− ++

3

31 16
، مجانب افقی تابع y == 3

2  خط

x = −4 )4 x = 4 )3 x = −2 )2 x =2 )1

است.بنابراین: 32 ،برابر x→ مجانبافقیتابعfاست،پسحدتابعوقتی∞ y = 32 خط 2

lim lim
( ) ( )x x

ax

a x

ax

a x

a
a

a
→∞ →∞− − −+

= = = ⇒ =
3
3

3
31 1 116

3
2 3 

کسررابهدستمیآوریم: است.حالبرایبهدستآوردنمجانبقائم،ریشههایمخرج f x x

x
( )=

+
3
2 16

3
3 درنتیجهتابعfبهصورت

2 16 0 8 23 3x x x+ = ⇒ = − ⇒ = − 
محاسبهمیکنیم: x→ تعریفشدهاست،حدتابعراوقتی2− x = تابعدرهمسایگینقطۀ2−

lim lim
(x )(x x ) ( )(( ) ( )x x

x

x

x

→ − → − ++ ++
=

+ − +
=

2

2
3 2

2
2

3
2 16

3
2 2 2 4

12
2 0 122

1
0)

= = +∞+

lim lim
(x )(x x ) ( )(( ) ( )x x

x

x

x

→ − → − −− −+
=

+ − +
=

2

2
3 2

2
2

3
2 16

3
2 2 2 4

12
2 0 122

1
0)

= = −∞−

مجانبقائمتابعfاست. x= بنابراینخط2−

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� محل برخورد تابع با مجانب افقی

کند. نموداریکتابعممکناستمجانبهایافقیخودراقطع

کرده تابعfمجانبخودراقطعنکردهتابعgمجانبخودراقطع

کنیم. راحل f x L( )= بایدمعادلۀ y L= مجانبافقیتابعfباشد،براییافتننقطۀبرخوردتابعfباخط y L= گرخط ا

f مجانب افقی خود را قطع می کند یا نه. از آن جایی که معادلۀ مجانب افقی این تابع خطy=1 است، بنابراین معادله x x

x x
( )= +

+
2

2
1
3

  می خواهیم ببینیم تابع
f را حل می کنیم: (x)=1

f
x

x x
x x x x x(x)= ⇒ +

+
= ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =1 1

3
1 1 3 1 3 1

3
2

2
2 2  

x قطع می کند. = 13 پس تابع f، مجانب افقی خود را در نقطه ای به طول
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مجانب افقی خود را در نقطۀ A قطع می کند. فاصلۀ نقطۀ A از خط مجانب قائم کدام است؟ f x x x
x

( )
( )

== −−
−−

2 3
1

2

2  نمودار تابع

2 )4 32 )3 1 )2 12 )1

∞بهدستآوریم.پسباانتخابجملههایپرتوانداریم: کردنمجانبافقی،بایدحدتابعرادر برایپیدا 2

 lim lim
( )xx x

x x

x

x

→∞ →∞

−
−

= =2 23
1

2
2 2

22 ،مجانبافقیتابعاست. y = خط2 

راحلمیکنیم: f (x)= میباشد،معادلۀ2 y = 2 حالبرایپیداکردننقطۀAکهمحلتلاقیتابعfوخط

2 3
1

2 2 3 2 1 2 3 2 4 2 2
2

2
2 2 2 2x x

x
x x x x x x x x

−
−

= ⇒ − = − ⇒ − = − + ⇒ =
( )

( ) 

کسراستو ریشۀمخرج x=1است.ازآنجاییکه ( , )2 2 پسمختصاتنقطۀAبهصورت

مجانبقائمتابعfاست. x=1کسررانیزصفرنمیکند،خط صورت

برابر1است. x=1ازخطAباتوجهبهنمودار،واضحاستفاصلۀنقطۀ

ݐ ݑݐ     ��  ExtraCalculusݓ� رفتار تابع در اطراف مجانب افقی

. lim (x) L
x
f

→−∞
= یا lim (x) L

x
f

→+∞
= مجانبافقیتابعfباشد؛یعنی y L= کنیدخط فرض

بهصورتزیراست: y L= اطرافخط fدر تابع ،رفتار −∞ یا +∞ در f (x) L− .باتوجهبهمقادیر lim (f(x) L)
x→−∞

− =0 یا lim (f (x) L)
x→+∞

− بنابراین0=

 

lim (x) L
x

f
→+∞

=  lim (x) L
x

f
→−∞

=

بامقادیرمثبتبهصفرنزدیکشود،آنگاه −∞ یا +∞ در f (x) L− گر ا 1

قرارمیگیرد. y L= تابعfبالایخط نمودار



lim (x) L
x

f
→+∞

=  lim (x) L
x

f
→−∞

=

بامقادیرمنفیبهصفرنزدیکشود،آنگاه −∞ یا +∞ در f (x) L− گر ا 2

قرارمیگیرد. y L= تابعfپایینخط نمودار

خواهیم داشت: f (x) L− کنیم. با به دست آوردن بررسی  y=1 را در اطراف مجانب افقی  خود، یعنی  f x
x

(x)= −1  می خواهیم رفتار تابع

f
x
x

x x
x x

(x) L− = − − = − +
− = −1

1
1

1

1

1
 

y=1 منفی است، بنابراین رفتار تابع در اطراف خط مجانب افقی ،xمثبت و به ازای مقادیر منفی بسیار کوچک ،x به ازای مقادیر مثبت بسیار بزرگ 1

1x −
عبارت

به صورت مقابل است:
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