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اگر این فصل را به خوبی مطالعه کنی و مثال ها و تمرین های خواسته شده را به دقت انجام دهی؛ 

 .حجم و سطح جانبی حجم های منشوری و استوانه ای را محاسبه کنی
 .مسائل کاربردی سطح و حجم را حل کنی

حجم های هندسیحجم های هندسیفصل ششمفصل ششم

برای پی ریزی ساختمان، خاک برداری انجام می شود. آیا شما می دانید حجم خاکی که باید خارج شود را چگونه محاسبه می کنند؟
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حجم‌های هندسی

حجم چیست؟

اگر کمی به عقب برگردیم برای اندازه‌گیری طول شکل‌های یک‌بعدی مانند پاره‌خط به واحد تک‌بعدی نیاز داشتیم.

مانند اندازه این پاره‌خط که دقیقاً یک سانتی‌متر است.	 

هر حرکت یا گسترش یک پاره‌خط، آن را از یک شکل تک‌بعدی به یک شکل دو‌بعدی )سطح( تبدیل می‌کند، مانند این مربع:

	
سانتی‌متر‌مربع1 = سانتی‌متر × 1 سانتی‌متر  	
این شکل‌های دو‌بعدی با واحد دوبعدی اندازه‌گیری می‌شوند که واحد سطح نامیده می‌شود. به اندازه یک سطح مساحت می‌گوییم.

سطحی که این مربع اشغال می‌کند 1 سانتی‌متر‌مربع است که واحد استاندارد معمول برای اندازه‌گیری سطح است.
حالا تصور کنید یک مربع را روی یک ضلع آن در یک جهت مشخص حرکت دهیم. این کار یک شکل سه‌بعدی )حجم( می‌سازد 

که به آن مکعب می‌گوییم.

	
حجم به ما می‌گوید شکل سه‌بعدی ما چقدر فضا را اشغال می‌کند.

ما در دنیای حجم‌ها زندگی می‌کنیم. هر چیزی که در اطراف شما است و می‌توانید آن‌ را لمس کنید یک حجم است، حتی یک 
ورق کاغذ از این کتاب هم یک حجم است، اگرچه ضخامت آن خیلی ناچیز باشد.

واحد استاندارد معمول اندازه‌گیری حجم مکعب است. در مثال ما با توجه به اینکه طول برحسب سانتی‌متر انتخاب شده. واحد 
اندازه‌گیری حجم 1 سانتی‌مترمکعب خواهد بود.

سانتی‌مترمکعب 1= سانتی‌متر 1× سانتی‌متر 1× سانتی‌متر  	
حجم‌ها به دو دسته هندسی و غیرهندسی تقسیم می‌شوند.

همه حجم‌هایی که شکل مشخص دارند، حجم‌های هندسی هستند، برای مثال مکعب، استوانه، مخروط و کره هندسی هستند.
همچنین، ممکن است یک حجم از ترکیب چند حجم هندسی ساخته شده باشد.

 حجم‌های غیرهندسی را نمی‌توان با اسم مشخصی نام‌گذاری کرد، مانند یک تکه سنگ که نمی‌توان گفت کره هست یا مثلًا 
استوانه. در مورد یک انسان نمی‌توان گفت مکعب‌مستطیل است یا استوانه!

انواع حجم‌های هندسی

حجم‌های هندسی معمول به سه دسته تقسیم می‌شوند:
 کروی ـ هرمی ـ منشوری

با جزئیات و خصوصیات حجم‌های کروی و هرمی در سال‌های آینده آشنا می‌شوید.
در ادامه به منشورها می‌پردازیم:	

به چه نوع حجم‌هایی و با چه خصوصیاتی منشور می‌گوییم؟
سطح منشوری، سطوحی هستند که یال‌های موازی با هم دارند و از دو طرف تا بی‌نهایت ادامه 
دارند یعنی، اگر سطح منشوری را با دو برش موازی با یال قطع کنیم، یک حجم منشوری ایجاد 

می‌شود.
درنتیجه، منشور حجمی است که یال‌های موازی دارد و با دو سطح موازی برش خورده است.
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* به تعریف یال در ادامه توجه کنید.

به دو سطح بالا و پایین که موازی یکدیگر هستند قاعده و به سطح‌های اطراف آن وجه‌های جانبی می‌گوییم.

	

محل برخورد هر دو سطح یال و نقطه برخورد هر سه سطح یا برخورد یا‌ل‌ها را رأس می‌گوییم.

یکی از فعالیت‌های جالب قرار دادن افراد در استوانه‌های حبابی است.
یک حلقه بزرگ داخل مایع وجود دارد که مستقیماً به بالا کشیده می‌شود و حبابی به شکل استوانه ایجاد می‌کند.

	
حجم حاصل یک منشور با قاعده دایره خواهد بود.	

موازی هم  یال‌هایش  تمام  را که  موازی حجمی  بگوییم هرگاه دو سطح  همین‌طور می‌توانیم 
هستند، قطع کنند، می‌توان دو چندضلعی دید که هم‌نهشت هستند )همان قاعده‌های منشور(.

درنتیجه حجم حاصل، منشور خواهد بود. )حجم بین دو سطح موازی(	
به‌طور معمول منشورها بر اساس تعداد ضلع‌های قاعده آن‌ها نام‌گذاری می‌شوند.

به‌عنوان مثال، اگر قاعده منشور سه ضلع داشته باشد، به آن منشور سه‌پهلو می‌گوییم.

به‌طور معمول پاره‌خط‌هایی که دو قاعده منشور را به هم متصل می‌کنند، بر هر دو قاعده عمود هستند و حکم ارتفاع را دارند که به 

این نوع حجم‌ها منشور قائم می‌گوییم، ولی همیشه این‌طور نیست.

همان‌طور که در شکل می‌بینید امکان دارد ارتفاع منشور خارج از حجم قرار بگیرد، در این صورت به آن منشور مایل می‌گوییم.
حالا بیایید سه نوع حجم هندسی را بین دو صفحه موازی قرار دهیم و تفاوت آن‌ها را ببینیم.

تفاوت منشور با دیگر حجم‌های هندسی کاملًا مشخص است.
مایل  منشور  در  و  مستطیل  ما  قائم  منشور  در  جانبی  که سطح‌های  است  مایل، مشخص  و  قائم  منشور  دو حجم  به  دقت  با 

متوازی‌الاضلاع‌ هستند.
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مم لاثم در حجم‌های منشوری زیر تعداد رأس، یال، وجه جانبی و قاعده را تعیین کنید:ث

	 )پ               )ب                  )الف

پاسخ: الف(
, : 3وجه جانبی  ,ABDE CBEF ACFD 	
DEF و ABC: 2 قاعده 	
)A ، B‌ ، C‌، D ، E ، F( : 6 رأس 	
)AB , AC , CB , AD , BE , CF , DE , EF , FD( : 9 یال 	

ب(
	 ABJI , BCFJ , AEHI , EDGH , DCFG : 5 وجه جانبی 
A , B , C , D , E , F , G , H , I , J : 10 رأس  	
AB , BC , CD , DE , EA , AI , BJ , CF , DG , EH , IJ , JF , FG , GH , HI : 15 یال  	
ABCDE , IJFGH : 2 قاعده  	

پ(
16: رأس 8: وجه جانبی 	 	
24 : یال 2 : قاعده	 	

از پاسخ مثال‌های بالا می‌توان روابط زیر را نتیجه گرفت: )اگر تعداد ضلع‌های قاعده را n در نظر بگیریم(

رأس : n×2 n: وجه جانبی           

یال : n×3 2: قاعده                    

مم لاثم در منشور روبه‌رو وجه‌های موازی را پیدا کنید:	ث
پاسخ:

 GHCD , FEAB 
 GHFE , DCAB
HDEA , GFCB

	
ABC , DEF :پاسخ

در منشورها الزاماً همه وجه‌ها با هم موازی نیستند.
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محاسبه حجم منشور

سه منشوری که در ادامه می‌بینید از روی هم قرار دادن تعداد زیادی اشکال یکسان که از مقوا بریده شده‌اند، درست شده‌اند.

	
حجم یک منشور برابر است با:

a( مساحت قاعده × ارتفاع

	
 را عرض و B را مساحت قاعده فرض کنیم، خواهیم داشت: اگر h ارتفاع، w را طول و 

B w=  	
V Bh= 	

دقت کنید واحد اندازه‌گیری حجم: 
V = ارتفاع 1 بعدی × مساحت 2 بعدی  	

V) :مثال cm cm= ×1 1 )
cm

cm V cm× ⇒ =

21
31 1 	

استالاکتیت‌ها و استالاکمیت‌ها دو نمونه از حجم‌های مخروطی شکل 

هستند که در غارها بر اثر رسوب تشکیل می‌شوند.

را  آن‌ها  ارتفاع  و  بزنید  تخمین  را  آن‌ها  قاعده  شعاع  اندازه  شما  اگر 

اندازه‌گیری کنید، می‌توانید حجم این صخره‌های معدنی را محاسبه کنید.

مم لاثم یک شرکت تولید غلات صبحانه درحال بررسی دو نمونه جعبه با طراحی جدید است، کدام جعبه مقدار بیشتری ث
غلات در خود جای می‌دهد؟	

پاسخ: حجم هر جعبه را محاسبه و با هم مقایسه می‌کنیم:
 A جعبه

 / / V cm

V Bh

V

=

= × × ⇒ = 322 5 2 257 5 1
                  

B جعبه 	
/ /V Bh V v cm= ⇒ = × × ⇒ = 38 2 5 11 5 230 درنتیجه جعبه B گنجایش بیشتری دارد.	
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مم لاثم شکل زیر ابعاد یک دفتر کار را نشان می‌دهد. تصفیه هوای هر مترمکعب از این اتاق در سال 182/500 هزار تومان ث
هزینه دارد. به‌طور متوسط تصفیه هوای این اتاق در یک ماه چقدر هزینه دارد؟

	

 xx= =
182 500365 5001

/ m31 در یک روز  پاسخ: هزینه تصفیه 

( ) /V Bh V m= ⇒ = × × = 310 7 3 5 245 	
×, :هزینه کل دفتر در یک روز =245 500 122 500 تومان 	
, :هزینه یک ماه , ,× =122 500 30 3 675000 تومان 	

سطح منشور )جانبی و کل(

اگر شما یک جعبه مقوایی را به‌صورت زیر باز کنید و روی سطح پهن کنید:

	

سطح خارجی یک جعبه را خواهید دید.
...mh m h21 1 IÄ IÄ در پنج‌ضلعی روبه‌رو پهلوها مستطیل هستند پس مساحت هر سطح برابر است با

	
مساحت کل مکعب اولیه برابر است با مساحت گسترده مکعب. 

اگر مساحت پهلوها را محاسبه کنیم، مساحت جانبی را خواهیم داشت.
در پنج‌ضلعی زیر مجموع مساحت وجه‌ها برابر است با:

 mh m h m h m h m h+ + + +1 2 3 4 5 	

 ( )
P

h m m m m m+ + + +1 2 3 4 5
½k –I¤#ˆÃd¶

 	

S ph=
ÂLºI]

درنتیجه سطح جانبی منشور برابر است با:                

مشخص است، اگر سطح کل را بخواهیم باید مساحت دو قاعده را به مساحت جانبی اضافه کنیم:

S S S= × +2
®¨ ÂLºI]½k –I¤# مساحت کل:                                         
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مم لاثم گسترده منشور زیر را رسم کرده سپس حجم و مساحت کل آن را به‌دست آورید.ث

	
پاسخ:

گسترده حجم:	
) :مساحت قاعده )cm cm× × =2 21 12 16 962 	

ارتفاع × مساحت قاعده = حجم منشور 	
( )V cm cm= × =3 396 9 864 	

) :محیط قاعده )cm cm+ + =12 16 20 48 	
)مساحت قاعده(2+ ارتفاع × محیط قاعده = مساحت کل 	

 [ ( )]cm cm= × + =2 248 9 2 96 624 	
با من انجام بده:

می‌خواهیم گسترده یک پنج‌ضلعی منتظم را رسم کنیم، این بار به حالت‌هایی غیر از حالت معمول.
در حالت کلی ما گسترده یک پنج‌ضلعی منتظم را به این صورت رسم می‌کنیم:

	
حالا می‌خواهیم هیچ‌یک از وجه‌های جانبی برخوردی با یکدیگر نداشته باشند. دو نمونه از این گسترده‌ها را ببینید:

	

در نمونه سوم کدام‌یک از مستطیل‌های دور پنج‌ضلعی a باید حذف شوند تا حجم ما درست ساخته شود؟

	
سعی کنید این کار را به چندین صورت متفاوت انجام دهید.
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برش‌کاری )سطح مقطع در منشور‌ها(

یکی از روش‌هایی که به کمک آن می‌توانیم تشخیص دهیم یک حجم مورد نظر یک حجم منشوری هست یا خیر، مقطع زدن 
است.

هر منشور را می‌توان از جهت‌های مختلفی برش زد و شکل‌های دوبعدی متفاوتی حاصل می‌شود.
به این کار مقطع زدن می‌گوییم و شکل حاصل سطح مقطع می‌باشد.

1( منشور را با صفحه‌ای موازی قاعده‌ها برش می‌زنیم: سطح حاصل مساوی با 
دو قاعده است.

2( منشور را با صفحه‌ای عمود بر قاعده برش می‌زنیم: سطح حاصل یک ذوزنقه 
است.

3( منشور را با صفحه‌ای مایل برش می‌زنیم: همین‌طور که در شکل می‌بینید 
شکل حاصل چهارضلعی با ضلع‌های مختلف است.

حالا بیایید در منشورهای زیر قاعده‌ها را پیدا کنیم:

حجم‌های منشوری روبه‌رو را در نظر بگیرید:
در شکل 1 آیا دو سطح هاشورخورده قاعده‌های آن هستند؟

در مورد شکل 2 و 3 چطور؟ بخش‌های هاشورخورده قاعده حجم‌ها هستند؟

با توجه به توضیحی که در مورد منشورها داریم باید به دنبال خطوط موازی با هم بگردیم و سطح‌هایی که آن خطوط را قطع 
کرده‌اند، بیابیم. آن‌ها قاعده‌ها خواهند بود.



109

شم
ش

ل 
ص

ف
طح

 س
م و

حج
در شکل )1( خط‌های موازی را می‌بینیم و سطح‌هایی که این خطوط را قطع کرده‌اند. 	

درنتیجه سطح هاشورخورده قاعده‌های حجم ما خواهند بود.

قاعده‌های حجم‌های 2 و 3 را شما مشخص کنید.
در مورد حجم‌هایی مانند مکعب و مکعب‌مستطیل همان‌طور که در شکل‌های زیر می‌بینیم از هر طرف که روی زمین قرار گیرند 

می‌توانیم خطوط موازی با هم پیدا کنیم پس سطح بالا و پایین می‌توانند قاعده باشند.

	

استوانه

ما می‌توانیم با روی هم قرار دادن تعدادی سکه یکسان حجمی مانند تصویر بسازیم که این حجم استوانه نام دارد. 
لوله‌ها، بشکه‌های نفت و بسیاری از قوطی‌های کنسرو مثال‌های رایجی از استوانه هستند.

	
قبل‌تر اشاره کردیم قاعده‌های منشورها چندضلعی هستند.

در مورد استوانه قاعده، می‌توانیم یک بی‌شمار‌ضلعی فرض کنیم که مانند شکل به یک دایره تبدیل شده است درنتیجه می‌تواند 
در گروه منشورها قرار ‌گیرد.	

حجم استوانه

ازآنجایی‌که استوانه زیر مجموعه‌ای از حجم‌های منشوری است، روش محاسبه حجم آن هم مانند منشور است.
ارتفاع × مساحت قاعده : حجم استوانه : درنتیجه

V r h= π 2 اگر شعاع دایره را r و ارتفاع آن را h در نظر بگیریم، داریم: 
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مم لاثم mm56 عبور کند، چه حجمی از آب )برحسب لیتر( در هر دقیقه ث m/ از یک لوله به قطر  s3 اگر آب با سرعت 
از آن خارج می‌شود؟

 r mm cm= =28 2 8/ پاسخ:	
 h m cm= =3 300 	
) :حجم آب تخلیه شده در هر ثانیه )r h cm cmπ = × × × =2 3 33 142 2 8 2 8 300 7392/ / / 	
) :حجم آب تخلیه شده در 1 دقیقه )cm cm× = = ÷ =3 37392 60 443520 443520 1000 443 52/ لیتر  	

سطح استوانه )جانبی و کل(

شکل زیر دو دایره برابر با شعاع r و یک مستطیل به ارتفاع ‌h را نشان می‌دهد.
برای ساخت یک استوانه ما مستطیل را لوله می‌کنیم و دو لبه AB و CD را به هم می‌رسانیم.

rπ2 و برابر محیط دایره است. دو دایره قاعده‌های استوانه را می‌سازند. مشخص است که طول استوانه 

	

=rh مساحت مستطیل = مساحت منحنی شکل استوانه )مستطیل( π2 	
)مساحت قاعده دایره‌شکل × 2( + مساحت جانبی = مساحت کل استوانه 	

rh r= π + π 22 2 	

مم لاثم حجم و سطح کل را برای شکل زیر محاسبه کنید.ث

	
: حجم استوانه کوچک r hπ 2 پاسخ:	
 : ( ( ) )V cm× ×2 3

1
103 14 32/ 	

 :V cm3
1 235 5/ 	

:حجم استوانه بزرگ ( ( ) )cm× ×2 3243 14 22/ 	

 :V cm3
2 904 32/ 	

:حجم کل : ( ) :V V cm cm+ + 3 3
1 2 235 5 904 32 1139 82/ / / 	

سطح کل:
مساحت 2 قاعده + مساحت جانبی :سطح کل استوانه کوچک 	
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 : ( ) ( ) ( )× × + ×23 14 10 3 5 3 14 2/ / 	
 : cm+ = 294 2 157 251 2/ / 	
) :سطح کل استوانه بزرگ ) ( ) ( )( )× × + 224 3 14 2 12 3 14 2/ / 	

 : cm+ = 2150 72 904 32 1055 04/ / / 	

توجه کنید که سطح مشترک بین دو استوانه که روی هم قرار گرفته‌اند، در مساحت کل نیستند.	
 درنتیجه باید به اندازه 2تا از این سطح از کل کم شود.

+cm :سطح کل = 2251 2 1055 04 1306 24/ / / 	
 cm− = 21306 24 157 1149 24/ / 	

سطح مقطع استوانه

به برش‌ها و شکل‌های دوبعدی ایجاد شده توجه کنید.	

در شکل )a( صفحه برش موازی قاعده‌ها و سطح ایجاد شده دایره می‌باشد.
هر برش دلخواه به موازات قاعده‌ها به شما دایره‌های هم‌نهشت می‌دهد که این مطابق تعریف منشور است.

در شکل )b( صفحه برش عمود بر قاعده‌ها و سطح ایجاد شده مستطیل می‌باشد.	
در شکل )c( صفحه برش با قاعده‌ها زاویه دارد و سطح ایجاد شده یک بیضی است.

سه‌رخ حجم‌ها )سه‌نما(

شما می‌توانید برای توصیف اینکه چگونه بخش‌های مختلف اشیا در فضا به ‌هم ‌مرتبط هستند، از طراحی سه‌بعدی اشیا استفاده کنید.
طراحان صنعتی، مهندسین، حتی هنرمندان از این نماهای جسم از جهات مختلف برای خلق آثارشان استفاده می‌کنند.

اگر از روبه‌رو، راست و بالا به یک جسم هندسی نگاه کنیم، 
تصاویری قابل مشاهده هستند که به آن‌ها سه‌نما می‌گوییم.

	

نمای بالا: اگر از بالا به حجم داده شده 
نگاه کنیم، شکل زیر را می‌بینیم.

نمای روبه‌رو: اگر از روبه‌رو به حجم داده 
شده نگاه کنیم، شکل زیر را می‌بینیم.

نمای راست: اگر از سمت راست به حجم 
داده شده نگاه کنیم، شکل زیر را می‌بینیم.
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مم لاثم نمای شکل سه‌بعدی از سه جهت به‌صورت زیر است. حجم حاصل را رسم کنید. این حجم از چند مکعب ساخته ث
شده است؟ 

تعداد مکعب که می‌توان با استفاده از آن‌ها این حجم را ساخت چند عدد است؟

پاسخ:	

مرحله اول: 

نمای بالای شکل را به‌صورت سه‌بعدی رسم می‌کنیم )روی نقطه‌چین‌ها را پررنگ کنید(	

مرحله دوم: 

نمای روبه‌رو و راست نشان می‌دهد یک مکعب دیگر در وسط قرار دارد.	
درنتیجه برای ساخت این حجم 6 مکعب به‌کار رفته است.

اگر مربع a را روی سطح b قرار دهیم کدام نما باید تغییر کند و به چه صورت خواهد شد؟
نمای بالا و نمای روبه‌رو تغییری نخواهد داشت. 	

نمای پهلو )راست( به‌صورت روبه‌رو باید تغییر کند. 

هر زمان که بخواهیم با استفاده از سه نما یک حجم را رسم کنیم، ممکن است از روش‌های متفاوت استفاده شود.

که با توجه به دید، به سه دسته تقسیم می‌شود:                               

دید ناظر 	

برای حجم‌هایی که از دید یک انسان رسم می‌شوند، بیشتر برای تجربه 

مشابه در واقعیت

دید پرنده

برای حجم‌هایی که ارتفاع زیادی دارند؛ مانند ساختمان‌ها و برج‌ها و 

درختان. مانند اینکه یک پرنده از بالا نگاه کند.

دید مورچه

دید در آن به گونه‌ای است که ارتفاع ناظر نسبت به بنا بسیار کم است.
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حجم حاصل از دوران سطح

یک درب گردان ورودی را در نظر بگیرید.	
درب مستطیل‌شکل است. در لحظه‌ای که یک نفر وارد درب گردان می‌شود، درب 

به‌صورت دایره حول یک محور مرکزی می‌چرخد.
پر  را  فضا  هنگام چرخش، کل  اگر درب  کنید،  تصور  و  ببندید  را  چشمان خود 

می‌کرد، این درب چرخان چه شکلی ایجاد می‌کرد؟
اگر یک مستطیل  کلی،  به‌طور  ایجاد می‌شود.  استوانه‌ای  با چرخش درب حجم 
ایجاد  استوانه‌ای  بچرخانید یک حجم  از ضلع‌ها(  )یکی  ثابت  را حول یک محور 

خواهد شد.
با چرخاندن شکل‌های متفاوت به روش‌های متفاوت حول ضلع‌های خود شکل یا محوری خارج از شکل شما می‌توانید حجم‌های 

مختلف و زیبایی ایجاد کنید.

مم لاثم حجم‌های حاصل از دوران شکل‌های زیر حول محورهای مشخص شده را به‌دست آورید.ث

)الف 	

	 )ب

	 )ج

دو تاس به‌صورت زیر، کنار هم قرار گرفته‌اند؛ آیا می‌توانی بگویی مجموع خال‌های روی وجه مقابل وجهی که 6+5 خال دارد 

و وجه مقابل وجهی که 4+3 خال دارد، چند خال دارد؟

1 → 6 )در تاس شش‌وجهی همواره جمع دو وجه روبه‌روی هم برابر 7 است(                                   

  5 → 2

3 → 4 

⇒
+ + 

→+ 

⇒
+

6 5 1 2
10

3 4 3 4
Á»n#¾M»n

Á»n#¾M»n

Íµ]

فسفر بسوزان
1
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واژه علمیترجمهلغت نامـــه

Cubeمكعب

Cylinderاستوانه

Prismمنشور

Baseقاعده

Areaمساحت

Perimeterمحيط

Heightارتفاع

Volumeحجم

در هر جمله، از بین کلمات داخل پرانتز، دور یکی خط بکشید تا جمله درست تری ساخته شود:جمع بندى كن

در یک منشور پنج پهلو، مجموع تعداد یال ها، رأس ها و وجه ها برابر (۳۲ ـ ۳۰ ـ ۲۸ ـ ۳۶) است.. ۱

در یک منشور محل برخورد یال ها (قاعده ـ وجه ـ رأس ـ زاویه) نام دارد.. ۲

از دوران یک نیم دایره حول قطر آن (کره ـ منشور ـ مخروط ـ استوانه) پدید می آید.. ۳

سطح جانبی یک منشور که قاعده آن به شکل مربع است از (۳ تا، ۴ تا ـ ۶ تا ـ ۲ تا) مستطیل تشکیل شده است.. ۴

اگر شعاع قاعده یک استوانه را ۵ برابر کنیم، حجم آن (۵ ـ ۱۰ ـ ۴۰ ـ ۲۵) برابر می شود.. ۵

وبگاه زیر یک فرهنگ لغت (دیکشنری) ریاضی به زبان انگلیسی است.

http//:www.amathsdictionaryforkids.com/dictionary.html
با آن مواجه می شوید، توضیح نوشتاری و تصویری مبسوطی ارائه شده است. اگر  در این وبگاه درباره هریک از لغت های ریاضی که احتمالاً 

معادل انگلیسی لغت مورد نظرت را نمی دانی، می توانی از com.google.translate کمک بگیری.
در صفحه زیر توضیحاتی درباره حجم های منشوری آمده است:

شهر فرنگ
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        تمرين ها

 حجم هاى هندسى
هر يك از شكل هاى زير تركيبى از كدام حجم ها است؟. 1

    (پ                           (ب                      (الف

 
تعداد رأس هاى يك منشور چهارپهلو كه مانند شكل گوشه هاى آن را برش داده ايم را محاسبه كنيد.. 2

 
نماى روبه روى حجم مقابل را رسم كنيد.. 3

                    

تصوير حجم هاى زير را از جهت هاى مشخص شده رسم كنيد.. 4

  (ب                            (الف

مى خواهيم با حركت روى يال هاى مكعب از نقطه A به نقطه B برسيم، كوتاه ترين مسيرها را پيدا كنيد:. 5

 

 محاسبه حجم ها
درون يك استخر به شكل مكعب مستطيل ٣٦٠ مترمكعب آب ريخته ايم، اگر طول اين استخر ١٢ متر و عرض آن ٦ متر باشد، آب تا . 6

چه ارتفاعى بالا مى آيد؟



116

حجم، شكل هاى داده  شده را به دست آوريد:. 7

  (ب                               (الف

 دارد، كمترين تعداد مكعب مستطيلى كه براى ساختن يك مكعب توپر لازم است، . 8 1 2 3 سارا تعداد زيادى مكعب مستطيل به ابعاد 
(كانگورو) چند تا است؟ 

در شكل زير هر مكعب داراى ضلع ٢ ميلى ليتر است. پشت شكل كاملاً پر است. در اين صورت حجم شكل چند سانتى مترمكعب است؟. 9

 
اگر ابعاد يك مستطيل را نصف كنيم، حجم آن چقدر كاهش مى يابد؟. 10
در ظرفى به شكل منشور سه پهلو كه قاعده آن مثلث قائم الزاويه اى به ضلع هاى ١٠ و ٢/٥ متر است تا ارتفاع ٤ متر، آب ريخته ايم. مكعب . 11

فلزى كه طول هر يال آن ١/٥ متر باشد را درون ظرف مى اندازيم. سطح آب درون ظرف چقدر بالا مى آيد؟
به دست . 12  V برحسب  را  حاصل  مكعب مستطيل  حجم  زير،  تغييرات  از  يك  هر  با  باشد.   V برابر  مكعب مستطيل  يك  حجم  كنيد  فرض 

(تكميلى) مى آيد: 
الف) عرض ٢ برابر و ارتفاع خمس شود.

1 برابر شود.
8 ب) عرض ٣ برابر، ارتفاع ٤ برابر و طول 

طول و عرض و ارتفاع يك مكعب مستطيل به ترتيب ١٥، ١٨ و ١٢١ است. حجم يك منشور با حجم اين مكعب مستطيل برابر است، اگر . 13
(تكميلى)  مساحت قاعده اين منشور ٢١٠ باشد، ارتفاع منشور را به دست آوريد. 

دو ظرف استوانه اى مرباى توت فرنگى ساخت يك كارخانه در قفسه هاى يك مغازه قرار دارد. ارتفاع ظرف بلندتر دو برابر ارتفاع ظرف . 14
كوتاه تر و شعاع ظرف بلندتر نصف شعاع ظرف كوتاه تر است. قيمت ظرف بلندتر ٢٣ هزارتومان و قيمت ظرف كوتاه تر ٤٣ هزارتومان 
(تكميلى)  است. كدام را مى خريد؟  

از چهار گوشه مقوايى به شكل مربع به ضلع يك متر، چهار مربع كوچك به ضلع ١٠ سانتى متر بريده ايم سپس از قسمت خط چين، آن . 15
را تا مى كنيم تا يك جعبه درباز ساخته شود، گنجايش اين جعبه چند سانتى مترمكعب است؟  

استخرى به ضلع هاى ٢٠ و ٦ و ٣ متر به وسيله يك شير ورودى كه از آن در هر ثانيه ١٠ ليتر آب بيرون مى آيد در حال پر شدن است. . 16
چند ساعت طول مى كشد كه اين استخر پر از آب شود؟ 

دو شير كه از هركدام ١/٥ مترمكعب آب در ساعت خارج مى شود، طى چه مدتى ظرف مكعب شكل به ضلع ٣ متر را پر مى كنند؟ . 17
18 .( )  3 در يك مكعب مستطيل سوراخى ايجاد كرده ايم، حجم باقى مانده چقدر است؟ 
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مكعبى به ابعاد ٢ متر به مكعب هاى كوچك ترى به ابعاد ٥ سانتى متر تقسيم شده است، اگر اين مكعب ها را روى هم به صورت يك برج . 19
(مسابقات رياضى استراليا)  قرار دهيم، ارتفاع اين برج چقدر است؟  

تعدادى پرتقال را در چند جعبه بسته بندى كرده ايم. متوسط قطر پرتقال ها ٦ سانتى متر، طول جعبه ها ٦٠ سانتى متر، عرض آن ها ٣٦ . 20
(TIMSS) سانتى متر و ارتفاع آن ها ٢٤ سانتى متر است. تعداد پرتقال هايى كه مى توان در يك جعبه قرار داد را تخمين بزنيد. 

طبق شكل، يك ليوان استوانه اى را كج كرده ايم تا آب درون آن هم كج شود. با توجه به اندازه ها، حجم ميزانِ آبِ داخل آن را محاسبه . 21
(TIMSS)  ( )   كنيد؟ 

  
(مسابقات رياضى) . 22 شكل زير از مكعب هايى با ضلع ١/٥ سانتى متر تشكيل شده است. حجم آن چند سانتى مترمكعب است؟  

 
(المپياد رياضى) . 23 مى خواهيم ٤٠٠ ليتر آب را در بطرى هايى با حجم ٢٥٠ سانتى مترمكعب بريزيم. تعداد بطرى مورد نياز را محاسبه كنيد. 
در يك ظرف به ابعاد ١٠، ٢٠ و ٣٠ سانتى متر نوعى ژله هندوانه اى درست كرده ايم كه در آن تكه هاى هندوانه به شكل مكعب مستطيل . 24

و ابعاد ٢، ٥ و ٥ سانتى متر موجود هستند، اگر بدانيم ٪٨٠ حجم ظرف را ژله و ٪٢٥ حجم ژله را هندوانه ها اشغال كرده اند و ضمناً در 
cm35 از يك تكه هندوانه ٣ تخم هندوانه موجود است. مجموعاً چند تكه هندوانه و چند تخم هندوانه در ظرف مى توان پيدا كرد؟  هر

 مساحت جانبى كل
يك مكعب چوبى به طول يال ٣ متر را از سه ظرف سوراخ كرده ايم، به طورى كه هر دو وجه مقابل با يك سوراخ به هم وصل مى شوند و . 25

مقطع هر سوراخ با هر وجه، مربعى به ضلع يك متر است كه درست در وسط آن وجه واقع مى شود. (مطابق شكل) ضلع هاى اين مربع ها 
(المپياد رياضى بلژيك)  با يال هاى مكعب، موازى هستند. سطح كل مكعب به اضافه  سطح سوراخ هاى پديد آمده را محاسبه كنيد.  

يك غلطك روى زمين آسفالت شده بايد چهار بار غلط بزند تا سطح آن صاف شود، اگر شعاع غلطك ٠/٥ متر و ارتفاع استوانه يك متر . 26
( )  3 باشد. در يك كوچه به طول ٢٠ متر و عرض ٦ متر چند بار بايد غلطك بچرخد تا سطح آسفالت كوچه كاملاً صاف شود؟ 

/ است. . 27 m1 5 cm30 و ارتفاع ستون  ستونى به شكل منشور شش پهلو داريم كه قاعده آن به شكل يك شش ضلعى منتظم به ضلع هاى 
مى خواهيم ديواره هاى اطراف ستون را رنگ بزنيم، اگر به ازاى هر ٥ دسى مترمربع ٢٥ گرم رنگ از قرار كيلويى ٧٥٠٠ تومان نياز باشد، 

هزينه رنگ چقدر مى شود؟ 
سطح بيرونى مكعب چوبى به رنگ قرمز رنگ شده است. اين مكعب را به موازات هر يك از وجه هاى خود دو برش مى دهند تا به ٢٧ . 28

مكعب واحد تقسيم شود. نسبت مجموع مساحت هاى وجه هاى با رنگ طبيعى چوب به مجموع مساحت هاى وجه هاى با رنگ قرمز 
چقدر است؟ 
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در يك جعبه مكعبى بزرگ، هشت مكعب كوچك  قرار داده ايم، به طورى كه جعبه بزرگ پر شده است. كف جعبه بزرگ چند مكعب . 29
كوچك قرار داده شده است؟ 

  حجم و سطح
شكل زير از مكعب هاى به ضلع ١ درست شده است. حداقل چند مكعب ديگر به شكل اضافه كنيم تا يك مكعب توپر بزرگ به دست . 30

(تكميلى)  آيد؟ (امكان جابه جايى مكعب هاى شكل نيست)  

 
31 .(TIMSS) اگر شكل گسترده زير را تا بزنيم، يك جعبه مستطيل شكل به دست مى آيد. حجم اين جعبه چقدر است؟  

در شكل زير، گسترده دو مكعب يكسان داده شده است. روى هر وجه مكعب ها يك حرف ديده مى شود. در شكل دوم فقط ٢تا از اين . 32
(كانگورو)  حرف ها نوشته  شده است و بقيه حرف ها پاك شده اند. جاى علامت ؟ چه حرفى بايد نوشته شود؟  

 

1 است. حجم شكل به دست آمده از دوران چندضلعى زير را يك بار حول خط AB و يك بار . 33
4 در شكل زير، هر مربع كوچك، يك واحد 

(تكميلى) حول خط CD به دست آوريد.  

 
34 .:ABCD در شكل زير، هر مربع كوچك، يك واحد سطح است. حجم شكل به دست آمده از دوران مستطيل

 
الف) حول AB چقدر است؟ 
ب) حول EF چقدر است؟ 
پ) حول GH چقدر است؟ 

ت) حول IJ چقدر است؟ 
اعداد به دست آمده در قسمت هاى بالا را با يكديگر مقايسه كنيد، 

چه نتيجه اى مى گيريد؟ 
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 سه رخ حجم ها
نماى بالا، روبه رو و راست يك حجم داده  شده است، آن را رسم كنيد. . 35

 

(تكميلى). 36  است. مكعب را درون ظرف رنگى فرو برده و خارج كرديم.  3 3 3 شكل زير يك مكعب روبيك 

 
 وجود دارد؟  3 3 3  در مكعب  1 1 الف) چند مكعب1

 وجود دارد كه سه وجه آن رنگى است؟  1 1 ب) در اين مكعب، چند مكعب 1
پ) چند مكعب دو وجه رنگ دارند؟ 
ت) چند مكعب اصلاً رنگ نشده اند؟ 

  4 4 4 ث) مكعب هايى كه رنگ نمى شوند، مكعب هاى پنهانى اند كه روى سطح ظاهر نمى شوند، تعداد اين مكعب ها در مكعب روبيك 
چند عدد است؟ 

d چند تا است؟  e f  ج) تعداد مكعب هاى پنهانى در يك مكعب (مكعب مستطيل) روبيك به ابعاد 
a، نصف مكعب ها پنهانى هستند، c,b,a چه اعدادى مى توانند باشند؟  b c  چ) در يك مكعب روبيك به ابعاد 

        پرسش هاى چهارگزينه اى

  حجم هندسى
گوشه مكعبى را برش داده ايم (مانند شكل)، اگر چنين عملى را براى هر هشت گوشه مكعب انجام دهيم، شكل حاصل به ترتيب چند . 1

وجه و چند يال خواهد داشت؟  
٢) ١٢ وجه، ٣٦ يال  ١) ١٢ وجه، ٢٤ يال   
٤) ١٤ وجه، ٣٦ يال ٣) ١٤ وجه، ٢٤ يال   

از . 2 هيچ يك  در  كه  به طورى  ساخته ايم.  زير  شكل  به  مكعب  يك  هم اندازه،  كوچك   سفيد  مكعب   ٩ و  قرمز  مكعب   ٩ آبى،  مكعب   ٩ با 
رديف ها ٢ مكعب هم رنگ وجود نداشته باشد. رديف ها در راستاى طول، عرض و ارتفاع مكعب هستند. رنگ ٤تا از مكعب هاى كوچك 

(المپياد رياضى) مشخص شده است. مكعبى كه با ؟ مشخص شده داراى چه رنگى است؟  
 

٢) سفيد   ١) آبى  
٤) نمى توان تعيين كرد. ٣) قرمز  
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يك تاس را روى مسير زير مى غلتانيم، مثلاً حركت اول وجه  روى خانه A مى افتد و اين غلتاندن به ترتيب روى B و C و D و ... . 3
(المپياد رياضى) ادامه پيدا مى كند تا اينكه تاس سرِ جاى اول خود بازگردد. 

اگر در ابتدا وجه  رو به بالا باشد، وقتى تاس به سر جاى اول خود بازگردد،  
چه وجهى رو به بالاست؟   

  (٢   (١

 (٤   (٣

(مسابقات استراليا) . 4 هشت مكعب را به شكل زير به هم چسبانده ايم. چند وجه از مكعب ها چسب كارى شده اند؟  

 
٢) ٧  ١) ١٨

٤) ١٢  ٣) ١٠

با ٢٧ مكعب سياه و سفيد يك مكعب بزرگ تر ساخته ايم. همه وجه هاى اين مكعب به شكل زير است، تعداد مكعب هاى سياه چند عدد . 5
(المپياد رياضى)  مى تواند باشد؟  

 
٢) ١٢ يا ١٣ ١) ١٠ يا ١١  
٤) ١٦ يا ١٧ ٣) ١٤ يا ١٥  

مكعب . 6 چند  مى كنيم،  جدا  را  كوچك  مكعب هاى  سپس  مى زنيم  رنگ  را  آن  سطح  و  مى سازيم  را  زير  شكل  كوچك،  مكعب  هشت  با 
(المپياد آمريكا) كوچك، چهار وجه رنگى دارند؟  

 
 ٢) ٦   ١) ٥
 ٤) ٤   ٣) ٣

در يك تاس مجموع نقطه هاى روى وجه هاى روبه روى هم هميشه ٧ است. ٤ تاس كاملاً مشابه، شكل زير را ساخته اند . تاس ها طورى . 7
كنار هم قرار گرفته اند كه تعداد نقطه هاى وجه هايى كه به هم چسبيده اند، با هم برابر است. تعداد نقطه هاى روى وجهى كه با علامت 
(كانگورو)  سؤال مشخص نشده است، چند تا است؟  

 
٢) ٤٤  ١) ٦٤
٤) ٢  ٣) ٣

 را با به هم چسباندن ١٢٥ مكعب كوچك يك واحدى درست كرده ايم. از اين مكعب به صورتى عكس . 8 5 5 5 مكعب چوبى به ابعاد 
(كانگورو) مى گيريم كه بيشترين تعداد مكعب واحد ديده شود. چند مكعب واحد در عكس ديده مى شود؟  

٤) ٦١  ٣) ٦٠  ٢) ٧٤  ١) ٧٥

هم . 9 به  وجه هاى  روى  خال هاى  تعداد  چسبانده ايم.  هم  به  شكل  مطابق  را  هستند)  تاس  هر  روى   ٦ تا   ١ استاندارد (اعداد  تاس  هفت 
(كانگورو) چسبيده با هم برابرند. تعداد كل خال هاى روى بقيه وجه هاى تاس چقدر است؟  

 
 ٢) ٩٠  ١) ٢٤

٤) ١٠٥  ٣) ٩٥
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  محاسبه حجم ها
اگر بخواهيم با مكعب هاى ١ سانتى مترمكعبى، مكعب بزرگ ترى بسازيم، تعداد مكعب ها در كدام گزينه درست نيست؟ . 10

٤) ٣٦  ٣) ٢٧  ٢) ٨  ١) ١٢٥

a3 مفروض است. مقدار a كدام است؟  . 11 a2 و  مكعب مستطيل به حجم ٤٨ واحد به ابعاد a و 
٤) ٢  ٣) ٣  ٢) ٤  ١) ٥

12 . ٧ ثانيه،   ٦ هر  در  آب  پمپ  يك  است.  موجود  متر   ١/٨ ارتفاع  و  متر   ٢ عرض  و  متر   ٣/٥ طول  به  مكعب مستطيل،  شكل  به  منبعى 
دسى مترمكعب آب در آن مى ريزد. اين منبع خالى را با اين پمپ آب در چند ساعت مى توان پر كرد؟  

٤) ٤  ٣) ٥  ٢) ٢  ١) ٣

مساحت سه وجه جعبه مكعب مستطيل شكل، ١٢٦، ١٥٣، ٢٣٨ سانتى مترمربع است. حجم اين جعبه چند سانتى مترمكعب است؟ . 13
(المپياد رياضى)   

٤) ١٠٧٢  ٣) ١٠٧١  ٢) ٢١٤٢  ١) ٢١٤٤

مساحت هر يك از وجه هاى جانبى و قاعده مكعب مستطيلى، به ترتيب ١٢ و ٨ و ٦ سانتى متر مربع است. حجم اين مكعب مستطيل چند . 14
سانتى مترمكعب است؟  

٤) ٢٤  ٣) ١٠٤  ٢) ٧٢  ١) ٥٧٦

كمترين تعداد مكعب هاى مساوى براى درست كردن مكعب مستطيل به ابعاد طول، عرض و ارتفاع به ترتيب ٦٠، ٤٠ و ٤٠ واحد لازم . 15
(مسابقات جهانى رياضى)  است، چند تا است؟  

٤) ١٢٠٠٠  ٣) ٩٦  ٢) ١٢  ١) ٦

يك منشور با قاعده متوازى الاضلاع  چنان است كه ضلع هاى قاعده آن ٤ و ٥ سانتى متر و زاويه تند قاعده آن ٣٠ درجه است، اگر . 16
(تيزهوشان)  ارتفاع منشور ٦ سانتى متر باشد، حجم آن چند سانتى مترمكعب است؟  

٤) ٥٠  ٣) ٦٠  ٢) ٨  ١) ١٠٠

در شكل روبه رو دو منشور با قاعده مثلثى برابر را از رأس به هم چسبانده ايم. طورى كه قاعده مثلث ها با هم موازى و عمود بر زمين . 17
باشند، حجم شكل كدام گزينه است؟ 

  cm3160  (١
cm380  (٢

  cm3320  (٣
٤) بدون اطلاع از ارتفاع مثلث ها جواب ميسر نيست. 

چه . 18 بزند،  دور   ٥ خيابانى  كردن  آسفالت  براى  غلتك  اين  اگر  است،  متر مكعب   ١٢ متر،   ١ قاعده  شعاع  به  زير  غلتك  سيلندر  حجم 
 ( ) 3 مساحتى را آسفالت كرده است؟ 

 ٢) ١٢٠  ١) ١٠٠
٤) ٢١٠  ٣) ١٨٠

در يك انبار به ابعاد ٢١ و ١٨ و ٦، چند جعبه مكعب  شكل مساوى با بزرگ ترين ضلع ممكن مى توان جاى داد به طورى كه هيچ فضايى . 19
از انبار خالى نماند؟ 

٤) نمى توان معلوم كرد  ٣) ٩  ٢) ١٢٦  ١) ٨٤
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مه
خ‌نا

س
پا

تمرین‌های فصل 6: حجم و سطح	

11 الف( هرم ـ مکعب‌مستطیل .
ب( مخروط ـ استوانه

پ( مکعب‌مستطیل ـ استوانه
22 تبدیل . رأس   ۳ به  رأس  هر یک  برش‌ها  این  با  دارد.  رأس   8 منشور چهارپهلو: 

 × =8 3 24 می‌شود؛ بنابراین داریم:	

	
33 . 

	
44 تصویر حجم‌های زیر را از جهت‌های مشخص شده رسم کنید..

	 )الف

	 )ب

55 . 

	 )الف

	 )ب
66 برای پیمودن کوتاه‌ترین مسیر باید یک واحد بالا، یک واحد راست و یک واحد .

جلو رفت. 
اگر حرکت بالا را u، حرکت راست r، حرکت جلو را با f نمایش دهیم، داریم:

ruf, fru, ruf, fur, ufr, urf 	
77 ارتفاع × مساحت قاعده :حجم مکعب‌مستطیل.

(= ×
3

360 12 6
m

)× ⇒ = =
2

72
360 572mm

h h m آب 15 متر بالا می‌آید.  	

88 الف( قاعده به شکل ذوزنقه و ارتفاع برابر 10 است..
ارتفاع × مساحت قاعده : حجم 	

(( )× × +× ⇒

2
4 6 8

2
“IŸUnH# ½k– I¤# »j#“¼µ\¶ “IŸUnH ) × =

14

10 2802 	

	 حجم  ـ حجم  :حجم کل )ب

( ) ( )r×= − × π 2
U½k– S ÌIŸ nH ÌIŸUnHI¤ eIv¶# 	

( ) ( / ) / /= × × − × × = − =6 8 5 3 14 4 5 240 62 8 177 2 	
99  حداقل ضلع مکعب باید 6 باشد..

 × × = × × =6 6 6 6 3 2 361 2 3 	

101 0
/mm cm=2 0 2  	

تعداد کل مکعب‌ها 35تا است.
 ( ) ( ) ( ) ( )+ + + + + + + + + + + + + + =5 4 3 2 1 4 3 2 1 3 2 1 2 1 1 35

/ :حجم هر مکعب / / / cm× × = 30 2 0 2 0 2 0 008 	
پس حجم کل شکل برابر است با:

 / / cm× = 335 0 008 0 28 	
111 اگر ابعاد یک مکعب‌مستطیل را x‌، y و z در نظر بگیریم. ابعاد مکعب‌مستطیل 1

مکعب  حجم  و  اولیه  مکعب  حجم  درنتیجه  هستند؛   yz x= =2 2 2 جدید 

 1
8 ؛ یعنی حجم مکعب جدید  xyz

8 xyz و  جدید به‌ترتیب برابر است با: 

/× =1 100 12 58 % حجم مکعب اولیه است.	

/ :درصد کاهش یافته /− =100 12 5 87 5% 	
می‌دانیم حجم مایعی که بالا آمده = حجم جسم فرورفته در مایع است.1212

ارتفاع مایع بالا آمده × مساحت قاعده )کف ظرف( : حجم جسم فرورفته در مایع

 ( ) x×× × = ×2 5 101 5 1 5 1 5 2
/

/ / / 	

 // / //x x m= × ⇒ = =3 3753 75 12 5 0 2712 5 cm= 27 	

1313 h و b و ‌a فرض کنیم که طول و عرض و ارتفاع این مکعب‌مستطیل به‌ترتیب
باشد. در این صورت حجم مکعب‌مستطیل برابر است با:

 V abh= 	

 h1
5 b2 و ارتفاع خمس =  الف( عرض 2 برابر = 

) :حجم مکعب‌مستطیل )( )a b h abh V= =1 2 22 5 5 5 	

 a1
8 1 برابر = 

8 h4 و طول  b3 و ارتفاع 4 برابر =  ب( عرض 3 برابر = 

در این حالت حجم مکعب‌مستطیل برابر است با:

( )( )( )a b h abh V= =1 3 33 48 2 2 	

 اگر ارتفاع منشور را h در نظر بگیریم و اینکه می‌دانیم:1414
حجم منشور = ارتفاع × مساحت قاعده است 	
V h= 210 داریم: 	

از طرفی حجم منشور برابر حجم مکعب‌مستطیل است پس داریم: 

h h= × × ⇒ = 15210 15 21 18 × ×
3

21 18
9

210
h

×

⇒ = × =

21 10

3 9 27 	

h2 خواهد بود، اگر 1515 اگر ارتفاع ظرف کوتاه را h بنامیم. ارتفاع ظرف بلند برابر 

r1 خواهد بود؛ بنابراین حجم 
2 قاعده ظرف کوتاه را r بنامیم، قاعده ظرف بلند

rrhπ ظرف کوتاه برابر است با: 
حجم ظرف بلند برابر است با: 

( )( )( ) ( )( )r r h rr h hrrπ = π = π1 1 1 12 22 2 4 2 	

rrh
rrh
π =
π

21
2

پس حجم ظرف کوتاه دو برابر حجم ظرف بلند است؛ زیرا: 

< ×43 2 23 قیمت ظرف کوتاه کمتر از دو برابر قیمت ظرف بلند است: 	
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ریاضی
هفتم

 هر ضلع قاعده این جعبه 80 سانتی‌متر و ارتفاع نیز 10 سانتی‌متر است. 1616
V :گنجایش جعبه  = × × =80 80 10 64000 سانتی‌مترمکعب  	

1717 
V :گنجایش استخر  m= × × = 320 6 3 360 	

× =360 1000 360000 لیتر  	
÷ =360000 10 36000 زمان مورد نیاز برحسب ثانیه  	
÷ =36000 3600 10 ساعت  هر ساعت 3600 ثانیه است، پس داریم: 	

1818 

/
V = × × = 

× = ⇒ =


3 3 3 27
272 1 5 3 93

›oË ́ \e

K•§¶ oT¶

S–Iw¦ÄnjoÃ{2pHÂ]»oiJA

 

  9 ساعت زمان لازم است.  	

( ) ( )

( )

S S S × × ×= − = −

= − =

4 4 3 4 42 2 4 2
2 12 8 8

fHn¼w
½oÄHjÍMn W±X¶  	

( ) ( )S S S= − = × − = − =4 4 8 16 8 8½k– I¤
ÍMn fHn¼w

	

V = × =8 5 40
´\e

	

1919 
⇒cm :ضلع مربع بزرگ  × =2 2 100 200oT¶ 	

200= :تعداد مکعب‌های کوچک در هر ضلع مکعب بزرگ  405 	

× :تعداد مکعب‌های کوچک در مکعب بزرگ  × =40 40 40 64000 	
cm cm km× =64000 5 320000 IÄ 3 / 2 	

2020 

÷ ÷ ÷↓ ↓ ↓
× ×

× × =
6 6 6
60 36 24

10 6 4 240
	

2121
) :حجم استوانه  )× × π × = π5 5 15 375 	

) :حجم نیم‌استوانه  ) ( ) /× × π × − × = π15 5 22 15 87 52 	

/ /π + π = π375 87 5 462 5 	

	
2222

( )× + + + =
16

3 7 5 3 1 48 تعداد مکعب‌ها:  	

 / / /× × =1 5 1 5 15 3 375 برابر  کوچک  مکعب  هر  حجم  می‌دانیم 
سانتی‌مترمکعب است پس حجم کل برابر است با: 

/ cm× = 348 3 375 162 	
2323

cm× = 2400 1000 400000 	
÷ = ⇒400000 250 1600 بطری نیاز است  	

2424   
×cm :حجم ظرف  × = 310 20 30 6000 	

حجم ظرف ژله است cm= × = 38080 6000 4800100% 	

موجود هست، چون  در ظرف  هندوانه   cm× = 225 4100 1200100 درنتیجه 

×cm است:  × = 32 5 5 50 حجم هر تکه هندوانه 

1200= تکه هندوانه در ظرف داریم. ضمناً چون در هر  2450 بنابراین، به تعداد 

cm35 از هندوانه 3 تخم هندوانه وجود دارد پس در یک تکه هندوانه به حجم 
× تخم هندوانه موجود است.  =3 10 30  ، cm350

+ =720 24 744 × تخم هندوانه داریم:	 =24 30 720 بنابراین، در 24 تکه 
سطح کل مربع هر وجه را به‌دست آورده سپس 6 برابر می‌کنیم، تا سطح کل 2525

مکعب مشخص شود. 

) :سطح کل مکعب	 ) m× × = 23 3 6 56

سپس سطح سوراخ‌ها را باید از آن کم کنیم. 
هر وجه دارای یک مربع به مساحت یک مترمربع است درنتیجه سطح کل مکعب 

− مترمربع است.  =54 6 48 برابر 
حالا سطح سوراخ‌های پدید آمده را محاسبه می‌کنیم، اندازه سوراخ روی هر وجه 

) است که تعداد آن‌ها 6تا است.  )× ×1 1 1 اندازه یک مکعب 
مکعب  یک   ( )× ×3 3 3 مکعب  مرکز  در  شده  ایجاد  سوراخ‌های  اشتراک 
) در داخل مکعب خالی می‌باشد پس  )× ×1 1 1 ) است؛ یعنی فضای  )× ×1 1 1
) ساخته شده که برابر 4  )×1 1 سطح داخلی هر سوراخ روی وجه‌ها از 4 مربع 

مترمربع است و درنتیجه، اگر در 6 ضرب شود برابر 24 مترمربع است پس: 	
+ :سطح کل مطلوب  =48 24 72

2626 
× :مساحت کوچه =20 6 120 بار رفت‌و‌آمد و  = × =4 4 120 480 	

چون ارتفاع استوانه غلطک 1 متر است، باید 480 متر جلو برود تا سطح صاف 
شود: 

	 :مسافت طی شده با هر دور غلطک 
/ m m× × π ⇒ ÷ =0 5 2 3 480 3 160 	

هر متر 10 دسی‌متر و هر دسی‌متر برابر 10 سانتی‌متر است. 2727
( )S P h= × = × × =6 3 15 270ÂLº I] ½k–I¤ ‰Ãd¶ دسی‌متر‌مربع  	

÷ = × =270 5 54 25 1350 گرم رنگ نیاز است  	
/

/
÷ =

⇒ × =
1350 1000 1 350

1 350 7500 10125
³o¬¼±Ã¨ تومان هزینه رنگ  	

× وجه از مکعب‌های کوچک قرار دارند که 2828 =3 3 9 در هر وجه مکعب بزرگ 
رنگی  وجوه  کل  تعداد  بنابراین  دارد؛  وجه   6 مکعب  هر  چون  هستند.  رنگی 
× تا است؛ اما از آنجایی که کلًا 27 مکعب داریم و هر مکعب 6  × =6 3 3 54
× وجه داریم که 54تای آن‌ها رنگ شده‌اند  =27 6 162 وجه دارد پس مجموعاً 
− وجه دارای رنگ طبیعی چوب هستند؛ بنابراین  =162 54 108 و درنتیجه 

=108 254 نسبت خواسته‌ شده برابر است با: 

8 مکعب به‌صورت زیر در جعبه قرار گرفته‌اند. 2929

	
5× باشد. ازطرفی، تعداد مکعب‌های فعلی 16تا 3030 5 هر وجه مکعب باید حداقل 

است؛ بنابراین باید حداقل 109 مکعب دیگر به شکل اضافه کنیم تا یک مکعب 
توپر بزرگ به‌دست آید: 

⇒ × × − = − =5 5 5 16 125 16 109 	
3131	 

× × =5 3 2 30
ƒo–

Ï¼Š “IŸUnH
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3333

×  :حجم استوانه داخلی  × π× = π1 1 2 2 	
× :حجم استوانه خارجی  × π× = π2 2 9 36 	

	

	
:
:
:

A
B
C

× × π× = π
× × π× = π π
× × × π = π

2 2 4 16
1 1 2 2 30
2 2 3 12

´\e

 ́ \e ®¨ ́ \e

´\e

 

 

 

	

π :حجم حاصل از دوران  − π = π36 2 34 	
3434 استوانه به شعاع 3 و ارتفاع 4 ساخته می‌شود.

V )الف = × × × π = π3 3 4 36 	

	
حجم استوانه کوچک – حجم استوانه بزرگ )ب 	
× × π× − × × π× = π − π = π4 4 4 1 1 4 64 4 60   	

	 
	 :حجم استوانه کوچک – حجم استوانه بزرگ )پ
× × π× − × × π× = π − π = π6 6 4 3 3 4 144 36 108   	

	

: )ت / /V × × π× = π1 5 1 5 4 9 	

	
روی  بسیاری  تأثیر  شعاع  افزایش  است  واضح 

افزایش حجم استوانه دارد. 
3535 

	

3636× × =3 3 3 27  	 الف(
ب( 8 مکعب، 3 وجه رنگی دارند. 

پ( 12 مکعب، 2 وجه رنگی دارند. 
6 مکعب، 1 وجه رنگی دارند. 

ت( 1 مکعب )مکعبی که دیده نمی‌شود( اصلًا رنگ نشده است. 
× برابر است با:  ×4 4 4 ث( تعداد مکعب‌های پنهانی یک روبیک 

( ) ( ) ( )− × − × − = × × =4 2 4 2 4 2 2 2 2 8 	
( )( )( )d e f− − −2 2 2  	 ج(

چ( نصف مکعب‌ها پنهان هستند؛ یعنی: 

( )( )( ) ( )( )( )a b c abc a b c abc− − − = ⇒ − − − =1 12 2 2 2 2 22 2

( )( )( )
abc a b c

a b c a b c= ⇒ = × ×
− − − − − −

2 22 2 2 2 2 2 رابطه )1( 

حالا در رابطه )1( به‌جای c تعداد قرار می‌دهیم تا a,b را به‌دست آوریم. برای 
c قرار دهیم، داریم:  = 5 مثال، اگر

( )a b ab a ba b= × × ⇒ = + −
− −

52 12 12 22 2 3 رابطه )2( 	

درنتیجه، چون b عدد طبیعی بزرگ‌‌‌‌‌تر از  ( ) ( )ab a b→ = + −2 12 12 2
2 است. 

ab a b⇒ > ⇒ >12 12 	
( )ab a b= + −12 12 2 b آنگاه:  =13 پس 

( )a a a a a⇒ = + − ⇒ − = × ⇒ =13 12 12 13 2 13 12 12 11 132 	
c یکی از جواب‌های این مسئله است.  = 5 b و  =13  ، a =132 بنابراین، 

پاسخ سؤالات چهارگزینه‌ای فصل ششم	

11 گزینه »4«.
+ =6 8 14 وقتی برش برای هر 8 گوشه انجام شده پس 8 وجه اضافه می‌شود: 

+ × =12 8 3 36 در هر گوشه 3 یال جدید به‌وجود می‌آید پس: 
22 گزینه »3«	.

 6 و   5 خانه‌های  باشد،  صورتی  باید   1 خانه 
هم‌رنگ هستند و باید صورتی باشند. خانه 2 با 
باید  5 که صورتی است و قرمز هم‌ردیف است، 

خاکستری باشد.
با  نیز   4 و  باشد  باید صورتی   3 نباشد پس  و خاکستری  قرمز  باید   3 درنتیجه 
آن هم‌رنگ و صورتی است. حالا برای 7 چون با صورتی و قرمز هم‌ردیف است، 

خاکستری می‌شود.
8 نیز خاکستری می‌شود و خانه 9 چون با 8 و 4 هم‌ردیف است پس خاکستری 

و صورتی نمی‌تواند باشد؛ بنابراین قرمز است. 
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33 گزینه »3«.

	
اگر تاس را دو بار متوالی بغلتانیم جای وجه پایین و بالای تاس عوض می‌شود 

پس وقتی تاس به B می‌رسد، وجه مقابل 3 رو به پایین می‌شود.
بالا و به ‌همین ترتیب برای خانه‌های  به  D می‌رسد وجه 3 رو  به   وقتی تاس 
F و H و J تکرار می‌شود پس وقتی تاس به جای اول برمی‌گردد، وجه 3 رو به 

بالا است. 
44 گزینه »1«.

در شکل مکعب‌ها در 9 وجه مشترک شده‌اند پس داریم: 
× =9 2 18 وجه چسب‌کاری شده است.  	

55  گزینه »3«.
مکعب  و 26  نمی‌شود  دیده  که  است  بزرگ  مکعب  مرکز  در  مکعب کوچک   1

دیگر دیده می‌شوند.

× تا است.  =6 4 122 تعداد مکعب‌های سفید 

− عدد است. =
 − =

26 12 14
27 12 15 پس مکعب‌های سیاه 

)مکعب وسط می‌تواند سیاه یا سفید باشد( 
66 گزینه »1«.

مکعب‌های رنگ شده دارای 4 وجه رنگ شده هستند. 

	
77 گزینه »1«.

2 وجه آن به‌صورت روبه‌رو است: 	

 	 حالا کافی است آن را بچرخانیم.

88 گزینه »4«.
دارد  مکعب   25 وجه  هر  می‌شوند.  دیده  وجه   3 حداکثر  مکعب  یک  در 
پس  شده  شمرده  بار   2 مشترک  یال   3 روی  مکعب  ولی   ، × =3 25 75
× و مکعب وسطی هم 3 بار حساب شده، 2 بار اضافه شمرده شده.  =3 4 12

− = − =75 12 63 2 61 	

	
99 گزینه »4«.

) :مجموع خال‌های روی تاس ) ×+ + + + + = =7 61 2 3 4 5 6 212 	

× :مجموع خال‌های روی 7 تاس =21 7 147 	

1 تاس در مرکز قرار گرفته و 6 تاس دیگر از یک وجه به یک وجه تا سر مرکزی 
چسبیده‌اند.

از آنجایی که درصورت ذکر شده وجه‌های به‌ هم چسبیده اعداد یکسان را نشان 
روی  اعداد  مجموع  با  مرکزی  سر  تا  وجه   6 روی  اعداد  مجموع  پس  می‌دهند 
درنتیجه  است.   21 برابر  هم  چسبیده‌اند  تاس  این  به  که  تاس‌هایی  وجه‌های 

است. + =21 21 42 مجموع اعداد همه وجه‌هایی که به هم چسبیده‌اند برابر
پس مجموع خال‌های روی وجه‌های دیگر تا سرها برابر است با:

− =147 42 105 	
101 گزینه »4«0

36 نمی‌تواند حجم مکعب باشد؛ زیرا عددی وجود ندارد که 3 بار ضرب شده و 
حاصل 36 باشد. 

111 گزینه »4«1
( ) ( )a a a a a a

a a a a
× × × × = ⇒ × × × =

⇒ × × = ⇒ =
3 2 48 6 48

8 2
	

گزینه »1«1212
سانتی‌مترمکعب   1000000 با،  برابر  و  دسی‌مترمکعب   1000 متر‌مکعب  هر  نکته: 

است. 
/ × =12 6 1000 12600 دسی‌مترمکعب  	

/ :حجم  / / m× × = 33 5 2 1 8 12 6 	

 7
6 ثانیه،  یک  در  پس  می‌شود  منبع  وارد  دسی‌مترمکعب   7 ثانیه   6 هر  در 

دسی‌مترمکعب آب در منبع می‌ریزد. 

⇒ ÷ = × =7 612600 12600 108006 7 ثانیه  	

چون می‌دانیم هر ساعت 3600 ثانیه است، داریم )4(: 
÷ =10800 3600 3 ساعت  	

گزینه »2«1313

( ) ( )
× × = × × × × × × × × ×

= × × × × × × × × × =
126 238 153 2 2 3 3 3 3 7 7 17 17

2 3 3 7 17 2 3 3 7 17 2142 	

 گزینه »4«1414

	
مساحت قاعده S cm= × 22 3 	
S :حجم h cm× = × = 36 4 24 	

گزینه »2«1515
از اعداد 60 و 40، بر 20 بخش‌پذیر هستند. بزرگ‌ترین مکعب ممکن  هر یک 
تقسیم   20 بر  را  مکعب‌مستطیل  بعد  هر  دارد.   × ×20 20 20 برابر  ابعادی 

می‌کنیم: 
÷ = 

 ÷ = ⇒ × × = 
 ÷ = 

40 20 2
40 20 2 2 2 3 12
60 20 3

	

گزینه »3«1616
نکته: در مثلث قائم‌الزاویه بزرگ‌ترین ضلع رو به زاویه 90 درجه )وتر( است. ضلع 

روبه‌رو به زاویه 30 درجه نصف وتر است. 

	

AB = =4 22 	

قاعده × ارتفاع = مساحت متوازی‌الضلع‌های = × =5 2 10 	
= مساحت قاعده × ارتفاع :حجم × =6 10 60 	
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