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لازمۀ درک هر مبحث ریاضی، داشتن پیش‌نیاز‌های مناسب و دقت کافی در حین تدریس آن مبحث است بعد از آن، حل تمرین‌های 

مناسب باعث می‌شود تا آن درس به طور کامل فرا گرفته شود. یک کتاب معمولا شامل مبحث‌های مختلف در فصل‌های گوناگون 

اســت و زمانــی کــه به پایان ســال نزدیک‌ می‌شــوید باید بتوانید هر آن‌چــه را که قبلا آموخته‌ایــد، مرور کرده و بــرای امتحان آماده 

شوید. کتاب حاضر سعی کرده است این کار را به‌طور کامل انجام دهد.

کتاب پیش روی شما شامل 4 بخش می‌باشد:

درسنامه
هر مبحث را برای شما خلاصه‌نویسی و جمع‌بندی کرده‌ایم. با ذکر مثال‌های مختلف، تلاش‌شده است که مفهوم آن درس به طور 

کامل انتقال یابد. در این قسمت از ذکر مثال‌های فرا درسی اجتناب‌شده و تمرکز کامل بر روی کتاب درسی است تا دانش‌آموز با 

مطالعۀ آن بتواند از پس حل مسئله‌های آن مبحث برآید.

پرسش
بعد از اتمام هر درس، پرســش‌های آن درس آمده اســت به‌طوری که تمام تمرین‌های کتاب درســی را پوشــش می‌دهد و شــما را از 

مطالعۀ تمرین‌های دیگر بی‌نیاز میک‌ند.

پاسخ‌نامه
 تشریحی آمده است که پاسخ تمام پرسش‌ها را به‌صورت مو به مو آورده‌ایم.

ً
در پایان هر فصل پاسخنامۀ کاملا

نمونه سؤال امتحانی
3 دوره سؤالات امتحان نهایی به همراه پاسخ تشریحی که ریزبارم هر پاسخ در آن مشخص شده است که می‌تواند شما را با نحوۀ 

پاسخ‌گویی در این نوع امتحانات آشنا کند. 

در پایان ذکر این مطلب می‌تواند مفید باشــد که اســتفاده از این کتاب منحصر به قبل از امتحان پایان ترم نیســت و می‌توانید در 

طول ســال تحصیلی از درس‌نامه‌ها و مســائل آن به طور مســتقل اســتفاده کنید. بدون شک، این کتاب خالی از اشکال نیست و از 

همکاران محترم و دانش‌آموزان عزیز خواهش میک‌نیم که ذکر این مطالب را به ما گوشزد کنند تا در چاپ‌های بعدی مرتفع شود.

تشکر و قدردانی
در این جا لازم است از تمامی عزیزانی که در آماده‌سازی این کتاب تلاش کرده‌اند قدردانی کنیم:

 مدیریت محترم انتشارات، جناب آقای احمد اختیاری

 مدیر شورای تألیف، جناب آقای محمدحسین انوشه

 مدیر و ناظر علمی گروه ریاضی، جناب آقای عباس اشرفی

 سرویراستار محترم، سرکار خانم دنیا سلیمی

 تیم ویراستاری علمی گروه ریاضی، سرکار خانم‌ها زهرا انیشه و آزاده فلاح‌زاده

 گروه تولید به مدیریت سرکار خانم سیاوشی و گروه هنری انتشارات به مدیریت جناب آقای محسن فرهادی که ما را در مراحل 

چاپ این کتاب همراهی کردند.

داورزنی ـ کمیجانی �



اردوی امتحانی
 درسنامه خلاصه اما کامل
 سؤالات امتحان نهایـی و تألیفی به تفکیک فصل‌ها
 پاسخ‌نامه تشریحی
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x  ) پ x ; x x ; x
y x | x |

x x ; x ; x
+ ≥ ≥ = + = = − < < 

0 2 0
0 0 0  

)ة اسـت، كـه در بـاز       مقابل صورت  به تابع   نمودار اين  , ]−∞ ]ة ثابـت و در بـاز  0 , )+ ∞0 
    .اكيداً صعودي است 

)ت
  

x ; x
y ; x

x ; x

 ≤ −
= − ≤ ≤
 + >

2

2

2
4 2 2

2 2
  

  

)ةاين تابع در باز , ]−∞ ]ة اكيداً نزولي، در باز2− , ]−2 )ةدر باز ثابت و 2 , )+   . اكيداً صعودي است2∞

  
  

  

 ��� ��� - ��� ��� �
� ����
  

  .ها را مشخص نماييد  نمودار توابع زير را رسم كنيد و دامنه و برد آن.1
    y (x )= + −32 y  ب (3 (x )= − − +31   الف (2

  . ضابطة هر تابع را به نمودار آن نظير كنيد.2
  y (x )= − + y  پ (31 (x )= + −32 y  ب (1 (x )= +   الف (32

  y x= − −3 y  ج (3 (x )= − − 32 y  ث (1 ( x )= − − +   ت (31

      
)3(  )2(  )1(  

      
)6(  )5(  )4(  
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  )الف 
  y (x )= − − +31 2  

  D =  :دامنه  
  R =  :برد  

  )ب
  

  y (x )= + −32 3  
  D =  :دامنه  

  R =  :برد  

  :ها داريم هشده و ضابط با توجه به نمودار توابع داده 
مربوط به ضابطة تابع ) 2(، نمودار »ج« مربوط به ضابطة تابع) 1(نمودار 

مربوط به ) 4(، نمودار »پ«مربوط به ضابطة تابع ) 3(، نمودار »الف«
) 6( و نمودار »ت«مربوط به ضابطة تابع ) 5(، نمودار »ب«ضابطة تابع 

  . است»ث«مربوط به ضابطة تابع 
  هـا   هـايي كـه ضـابطة آن    شـده روي منحنـي   ص با توجه به نقاط مشخ   

هـاي   خواسته شده است و با استفاده از قوانين انتقال نمـودار توابـع، ضـابطه        
  :كنيم مجهول را مشخص مي

yدر اين شكل، نمودار تابع) الف x=  دو واحد به طرف راست حركت داده 3
yصورت اش به زنيم كه ضابطه شده، بنابراين حدس مي (x )= −  است، 32

  :دهيم تا حدسمان را امتحان كنيم شده را در ضابطه قرار مي نقاط مشخص
  y (x )= − 32  

     x y ( )=  = − =33 3 2 1  
     x y ( )=  = − =32 2 2 0  
     x y ( )=  = − = −31 1 2 1  

yو ضابطة تابع مجهول،بنابراين حدس ما صحيح بوده  (x )= −   . است32
yدر اين شكل نمودار تابع    ) ب x= هـا قرينـه شـده      y نسبت بـه محـور     3

yاش به شكل    بنابراين ضابطه . است x= − حال با استفاده از نقـاط      .  است 3
y  : آزماييم  پاسخ خود را ميشده درستي مشخص x= − 3  

   x y=  = −1 1  
   x y= −  =1 1  
yبنابراين پاسخ صحيح بوده و ضابطة تابع مجهول، x= −   .است 3

yشود كه نمودار تابع با توجه به نمودار تابع مجهول ملاحظه مي) پ x= 3 
حدس ما اين . يك واحد به طرف چپ و يك واحد به طرف بالا رفته است

yصورت است كه ضابطة اين تابع به (x )= + +31 حال با استفاده از .  است1
  :نقاط روي نمودار داريم

        x y ( )= −  = − + + =31 1 1 1 1  
      x y ( )= −  = − + + =32 2 1 1 0  
           x y ( )=  = + + =30 0 1 1 2  

yبنابراين پاسخ ما صحيح بوده و ضابطة نمودار مجهول، (x )= + +31   . است1
ها قرينه شده و سپس yدر اين شكل نمودار ابتدا نسبت به محور) ت

ضابطة آن به بنابراين . يك واحد به طرف راست انتقال داده شده است
yصورت (x )= − −   :آزمايش جواب.  است31

        x y ( )=  = − − =30 0 1 1  
       x y ( )=  = − − =31 1 1 0  
   x y ( )=  = − − = −32 2 1 1  

yبنابراين حدس ما صحيح بوده و ضابطة نمودار مجهول، (x )= − −   .است 31
f از ضابطةبا استفاده  (n)داريم :  

  n f ( ) ( )=  = − × + × − × +4 3 215 5 5 6 5 23 5 18 5 2424  

  ( )= − + − + =1 625 750 575 90 24 1624  
  .آيد  ناحيه روي دايره به وجود مي16

ها را در  كنيم و صعودي يا نزولي بودن آن نمودار توابع را رسم مي 
  :كنيم ها مشخص مي بازه

  

 y
x

=   الف( 1

yتابع x= )هاي  در بازه1 , )−∞ ) و0 , )+   . نزولي است0∞

  

 y x= −   ب(3

yتابع x= −   . نزولي است در دامنة خود يعني3
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yبه نمودار تابع.  نمودار آن تكرار شود،طوركلي تابع متناوب تابعي است كه در يك فاصلة مشخص به sin x=دقت كنيد :  

  
yبينيم نمودار تابع كه ميطور همان sin x= دربازة[ , ]π0 ]عيناً مانند نمودار در بازة 2 , ]π π2 4،[ , ]π π4 6،[ , ]− π2 0،[ , ]− π − π4 ]و 2 , ]− π − π6 است،  4

yيعني نمودار تابع sin x= هايي به طول در بازهπ2 شود عيناً تكرار مي.  
yچنين نمودار تابع هم sin x= در بازة[ , ]π0 ]عيناً مانند نمودار در بازة 4 , ]π π4 ] و8 , ]− π4 yر تابعاست، يعني نمودا...  و0 sin x= هايي  در بازه
  . شود عيناً تكرار مي π4 طول به

yبه همين ترتيب نمودار تابع sinx= هايي به طول در بازهπ6،π8،π10و...  وkπ2 تابع. شود تكرار ميy sinx= زيرا نمودار آن در ،يك تابع متناوب است 
  . شود هاي مشخصي تكرار مي فاصله

cاگر عدد حقيقي  fدر رابطة  fكه تابع مفروض طوري وجود داشته باشد به 0< (x c) f(x)± fxبه شرطي كه( = c D± صدق ) ∋
  . دهند نمايش مي Tگويند و آن را با مي fكه در اين رابطه صدق كند را دورة تناوب تابع cترين مقدار كوچك. را متناوب گويند fگاه تابع كند، آن

fرا در تابع aابع زير را رسم كرده و تأثير ضريبونمودار ت  (x) asinx= بر دورة تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم اين تابع بررسي كنيد.  
  

  تابع  نمودار تابع min max دورة تناوب

π2  −1  1  
  

y sin x=  

π2  −2  2  

  

y sin x= 2  

π2 −3  3  

  

y sin x= −3  

π2 − 1
2 1

2  

  

y sin x= 1
2  

π2 − 1
3 1

3  

 

y sin x= − 1
3 

yدر ضابطة تابع aشود ضريب ميكه ملاحظه طور همان asin x= ولي ماكزيمم،تأثيري در دورة تناوب آن ندارد (max) آن|a| و مينيمم(min) آن 
| a   .است −|
yورد توابع با ضابطةدر م acosx= كند نيز اين مطلب صدق مي .  
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xاگر) ب =   :باشد، داريم °45
  xL tan x L tan L= °= ⎯⎯⎯→ = °  =453 3 45 3   

را  bو aابتــدا بــا توجــه بــه نمــودار داده شــده، مقــادير مجهــول 
  :از نمودار پيداست كه. يابيم مي

)تابع از نقطة  , )0 a  :يمدارپس . گذرد مي 3 a= +  =3 0 3   
  : است، بنابراين داريم4 دورة تناوب تابع برابر

  | b | b| b |
π = − =  =  = ±
π

2 1 15 1 4 2 2   

اـ،  yاما با توجه به جهت حركت نمودار تابع كه بلافاصله در سمت راست محور        ه
yدار تابع نمو(تابع به سمت پايين است       sin x=        لـه در سـمت راسـت ، بلافاص

bپس.) كند  ها به سمت بالا حركت مي     yمحور −= 1
در . قابـل قبـول اسـت      2

y  : نتيجه داريم    a sin(b x) y sin( x)−π= + π  = +3 2   

  
x

y sin( ) /
= − π⎯⎯⎯→ = + = − =
25
3 25 13 3 2 56 2   

y دورة تناوب تابع sinax= و تابعy cosax= از رابطةT | a |
π= 2 

  :بنابراين. آيد دست مي به

  y sin x T
| |

π=  = = π1 2 42 1
2

  الف(

  y sin x T
| |

π=  = = π22 2
2

  ب(

  y sin( x) T | |
π π= −  = =

−
24 4   پ(2

  y sin( x) T
| |

π π=  = =
π
2 42
2

  ت(

  xy cos( ) T
| |

π=  = = π2 63 1
3

  ث(

  y cos( x) T
| |

π π=  = =
π
2 63
3

  ج(

  y cos( x) T | |
π= − π  = =

− π
2 14 4   چ(2

  y cos( x) T | |
π π=  = =2 25 5   ح(5

yهاي تابع   صفر  sinax=   هاي معادلـة    يا همان جوابsinax =0 

kx  :ند ازا عبارت ; ka
π= ∈   

yهاي صفرراين بناب sin x= sinهاي معادلة ، جواب3 x =3 هستند و  0

kx  :ند ازا عبارت ; kπ= ∈3    

xyهاي ريشه sin= xsinهاي معادلة ، جواب3   :هستند و عبارتند از 03=

  kx k ; kπ= = π ∈31
3

   

اـ  از آن )  الف  /دو برابـر   45° كـه  ييج °22 cosاسـت و مقـدار     5 را  °45
cosكنيم تا مقدار دانيم، از رابطة زير استفاده مي مي / °22   :دست آوريم را به 5

  coscos + αα =2 1 2
2   

/، زاويةαبه جاي °22   :دهيم را قرار مي 5

coscos ( / )
++ ++ °° = = = =2

2 2 21 2 21 45 2 222 5 2 2 2 4   

/زاوية °22   : پس، آن مثبت است كسينوساي حاده و مقدار ، زاويه5

  cos( / ) ++° = = 2 22 222 5 4 2   

sinدست آوردن مقدار براي به) ب است و  75°دو برابر 150°، چون°75
cosمقدار sinكنيم تا مقدار دانيم، از رابطة زير استفاده مي را مي °150 °75 
cossin  :دست آوريم را به − αα =2 1 2

2   

  :دهيم را قرار مي 75°، زاويةαه جايب

  cos( )cossin − ° − °− °° = =2 1 180 301 15075 2 2   

  ( cos ) cos +− − ° + °= = =
311 30 1 30 2

2 2 2   

  
+

+= =
2 3

2 32
2 4   

  : پس، آن مثبت است سينوساي حاده و مقدار ، زاويه75°زاوية

  sin ++° = = 2 32 375 4 2  

)sinدانيم مي  ) cos° + α = α90داريم ،:  
  sin( / ) sin( / ) cos( / )° = ° + ° = °97 5 90 7 5 7 5   

  :بنابراين
  sin( / )sin( / )cos sin( / )cos( / )cos° ° ° = ° ° °7 5 97 5 15 7 5 7 5 15   

  sin sin cos sin .cos ( sin )α = α α ° ° = °1 1 12 2 15 15 302 2 2   

  = × =1 1 1
4 2 8   

  :از تساوي داده شده داريم 
  cosx cosx sin x cosxsin x cosx =  = ++

2 2 33   

  cosxcosx sin x tan x÷ − = ⎯⎯⎯→ = −2 2   
tanابتدا از مقدار مشخص شده براي xحاصل ،tan x2 آوريم دست مي را به:  

  ( )tan xtan x
tan x ( )

− −= = = =−− − −2 2
2 22 4 42 3 31 1 2

   

  tan x cot x tan x =  = =4 1 32 23 2 4   

sinعبارت داده شده را در   ب و تقسيم نموده و به كمك فرمولضر °12
sin cos sinα α = α1   :كنيم عبارت داده شده را ساده مي 22
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هاي چند تابع خاص بپردازد،  دان فرانسوي، پيردوفرما به تعيين ماكزيمم و مينيمم كه رياضي مفهوم مشتق تا اوايل قرن هفدهم ميلادي يعني تا قبل از آن
 تعيين مسئلهظرش رسيد كه از اين رو به ن. فرما دريافت كه خطوط مماس، در نقاطي كه منحني ماكزيمم يا مينيمم دارد بايد افقي باشد. معرفي نشده بود

تر بود كه فرما را به كشف   كليمسئلهشود، تلاش براي حل اين  هاي افقي مربوط مي  ديگر يعني يافتن مماسمسئلهنقاط ماكزيمم يا مينيمم تابع، به حل 
  .پردازيم ايد مي قبلاً هم آن را فرا گرفتهبراي آشنايي با اين مفهوم، ابتدا به مفهوم شيب كه . هاي مقدماتي مفهوم مشتق هدايت كرد برخي از ايده

حركت كنيم، نسبت تغيير ارتفاع به مسافت طي شده يا  Bبه نقطة ديگري مانند Aگيريم، اگر از نقطة را در نظر مي Lخط
  :ناميم، يعني مي Lول را شيب خطهمان نسبت تغيير عرض به تغيير ط

  B A
L

B A

y yym x x x
−Δ= =Δ −   

  
  

  .شيب منفي دارند ′dو dهاي شيب مثبت و خط ′Lو Lهاي  خطمقابل   در شكل
  .درستي اين مطلب را با محاسبة شيب هر خط نشان دهيد

   Lm −= = = >−
8 2 6 3 07 3 4 2  

  Lm ′
−= = >−

6 4 2 011 6 5  

  d
( )m − − −= = = <−

4 8 4 1 011 3 8 2  

  d
( )m ′

− −= = = − <−
2 8 6 2 05 2 3  

����� �� �� ��!� "#  
كه  جايي از آن. دانان بوده است ها پيش موضوع مهمي براي رياضي يافتن خط مماس در يك نقطه از منحني از قرن

  .پردازيم دايره منحني خاص و پركاربردي است ابتدا به مفهوم خط مماس بر دايره مي
بر  Pكه در نقطة d داشته باشد، مانند خطفقط يك نقطة مشترك و يك خطي كه با دايره :خط مماس بر دايره
  .دايره مماس است

هاي بسياري وجود  منحني. شود آن را تعميم داد رود و نمي هاي ديگر به كار نمي  اين تعريف براي منحني
مانند . ها مشترك است ولي ممكن است آن را در نقطه يا نقاط ديگري قطع كند دارند كه خطي در يك نقطه با آن

  .آن را قطع كرده است Bبر آن مماس است و در نقطة Aدر نقطة d كه خطمقابلمنحني 
  
  
  

 fبراي اين كار منحني   .  خط مماس بر يك منحني كافي است شيب آن را پيدا كنيم             براي يافتن معادلة  
a)به مختصات  Aو نقطة  ,f (a))       بـراي يـافتن شـيب خـط ممـاس بـر         . گيـريم   را روي آن در نظر مـي
a)به مختـصات   B، نقطة ديگري مانند   Aدر نقطة  fمنحني h,f (a h))+ . گيـريم   را در نظـر مـي      +

بـه   ABتر كنيم، خطوط قـاطع      نزديك و نزديك   Aرا به  Bاگر نقطة . كنيم  را رسم مي   ABخط قاطع 
  .) بر مفهوم حد استاين كار مبتني.( شوند تبديل مي Aخط مماس بر منحني در نقطة

  

ABها برابر هاي قاطع در تمام حالت شيب اين خط
f (a h) f (a)m h

+ كسر به عدد حقيقي مشخصي ميل كند، اين كه  به صفر ميل كند درصورتي hاگر. است =−

  .شود ناميده مي A در نقطة fاين عدد حقيقي شيب خط مماس بر منحني
h

f (a h) f (a)lim h→
+ −=

0
   Aدر نقطة fشيب خط مماس بر منحني 

 ��!� "#  
A(a,fده باشد، خط مماس غير عمودي در نقطةتعريف ش aبر بازة بازي شامل نقطة fفرض كنيم تابع (a)) روي تابع، خطي است كه از نقطةA 

گذشته و شيب آن برابر با
h

f (a h) f (a)m lim h→
+ −=

0
  .كه اين حد موجود باشد است، البته به شرط آن 
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h h

( h) h h hlim limh h+ +→ →

+ − + + + −=
3 2 3

0 0
3 27 27 27 9   الف( 27

  
h

h( h h )lim h+→

+ += =
2

0
27 9 27   

مقدار
h

( h)lim h+→

+ −3

0
3 f، مقدار مشتق راست تابع27 (x) x= را  3

  .دهد نشان مي 3در نقطة

  
h h

(( h) ) h hlim limh h→ →
+ + − + + + −=

2 2

0 0
2 2 6 4 4 2   ب( 6

  
h

h( h)lim h→
+= =

0
4 4   

مقدار
h

(( h) )lim h→
+ + −2

0
2 2 f، مقدار مشتق تابع6 (x) x= +2 را  2

  .دهد نشان مي 2در نقطة

  
h h

(( h) ) (h )lim limh h→ →
− + + − − −=

2 2

0 0
2 1 1 1   پ( 1

  
h h

h(h )h hlim limh h→ →
−− + −= = = −

2

0 0
22 1 1 2   

مقدار
h

(( h) )lim h→
− + + −2

0
2 1 fابع، مقدار مشتق ت1 (x) (x )= + 21 

  .دهد نشان مي 2−را در نقطة

  
h

(( h) )lim
h−→

+ − +3

0
1 4  ت( 3

  
h

h h hlim h−→
+ + + − +=

2 3

0
1 3 3 4 3  

  
h

h( h h )lim h−→

+ += =
2

0
3 3 3  

مقدار
h

(( h) )lim
h−→

+ − +3

0
1 4 f، مقدار مشتق چپ تابع3 (x) x= −3 4 

  .دهد  نشان مي1را در نقطة
  :يمدار Fو A،B،C،D،E با توجه به نمودار تابع و نقاط

 Aشيب خطوط مماس در نقاط) الف
  .مثبت است Dو
 و Cشيب خطوط مماس در نقاط) ب
F منفي است.  
  
  .صفر است E و Bشيب خطوط مماس در نقاط) پ
هايي كه اين خطوط  و زاويه Dو A در نقاطمماسبا توجه به خطوط ) ت

بينـيم كـه زاويـه خـط ممـاس بـر              سازند مي   ها مي xبا جهت مثبت محور   
تـرين    بـيش  Aتر است، بنابراين شيب خط مماس در نقطة         رگبز Aنقطة

  .مقدار خود را دارد
هايي كه اين خطوط با  و زاويه Fو Cبا توجه به خطوط مماس در نقاط) ث

 Cبينيم كه زاوية خط مماس در نقطة سازند مي ها ميxجهت مثبت محور
  .ترين مقدار خود را دارد كم Fتر است، بنابراين شيب خط مماس در نقطة بزرگ

f ابتدا شيب خط مماس بر منحني (x) x= دست   به2را در نقطة 2
  :آوريم مي

  
h h

( h) h hm f ( ) lim limh h→ →
+ − + + −′= = =

2 2

0 0
2 4 4 4 42   

  
h

h( h)lim h→
+= =

0
4 4   

  y y m(x x ) , x , y− = − = = =2
0 0 0 02 2 4  

  y (x ) y x y x − = −  − = −  = −4 4 2 4 4 8 4 4  

f ابتدا نمودار تابع (x) x= )را در بازة 1 , )+ كنيم سپس  رسم مي 0∞
شود زاوية اين  طوركه مشاهده مي همان. كنيم  رسم مي2 نقطة خط مماس را در

ها يك زاوية منفرجه است بنابراين تانژانت xخط مماس با جهت مثبت محور
حال با استفاده از تعريف . آن منفي بوده و شيب خط مماس نيز منفي است

fمشتق، مقدار ( )′   :آوريم دست مي را به 2

  
h

f ( h) f ( )f ( ) lim h→
+ −′ =

0
2 22  

  
h
lim ( )h h→

= −+0
1 1 1

2 2   

h h
( h) hlim limh( h) h( h)→ →

− + −= =+ +0 0
2 2
2 2 2 2  

  
h
lim ( h)→

−= = −+0
1 1

2 2 4   

وقتي . كنيم  ابتدا خطوط مماس را در نقاط مشخص شده رسم مي
f (x)′ xبايد صفر باشد، يعني x، شيب خط مماس در نقطة0= d=.  

تري  شيب بيش(تندتر است  cمثبت ولي نمودار در cو bمشتق در نقاط
f  :، بنابراين)دارد (b) /′ =0 fو 5 (c)′ = 2   
تندتر است  eمنفي ولي نمودار در نقطة eو aچنين مشتق در نقاط هم

f  :بنابراين (a)′ = fو 1− (e) /′ = −0 5   
f (x)′  x  
0  d  
/0 5  b  
2  c  
−2  a  

/−0 5  e  
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  .ها بيشترين مقدار ممكن شود ضرب آن باشد و حاصل 12ها دو عدد حقيقي مثبت پيدا كنيد كه مجموع آن .16
  .ضربشان كمترين مقدار ممكن شود باشد و حاصل 10ها ن دو عدد حقيقي پيدا كنيد كه تفاضل آ .17
hقاعدة يك مثلث باشد به طوري كه Lارتفاع و hاگر .18 L+ =2   ، بيشترين مقدار براي مساحت اين مثلث چقدر است؟5
 2ي ديوارهاي افقي و عمودي به ترتيباگر هزينة ديواركشي برا. متر مربع را ديواركشي كنيم 100خواهيم يك مزرعه كوچك به مساحت مي .19
  ميليون تومان باشد، ابعاد مزرعه چقدر باشد تا هزينة ديواركشي به حداقل مقدار ممكن برسد؟ 8و

 cm1هاي كناري هر كدام و حاشيه cm2هاي بالا و پايين، حاشيهاگر . است cm232هر صفحه از يك كتاب شامل يك متن با مساحت ثابت .20
  )نهايي( باشند، ابعاد صفحه را طوري تعيين كنيد كه مساحت هر صفحه از كتاب، كمترين مقدار ممكن شود؟

طول و عرض . دايره است اي محاط شده كه يك ضلع آن در امتداد قطر نيم گونه متر به تيسان 4دايره به شعاع يك مستطيل در يك نيم .21
  مستطيل چقدر باشد تا مساحت آن ماكزيمم شود؟

طول و عرض مستطيل چقدر . دايره است اي محاط شده كه يك ضلع آن در امتداد قطر نيم متر به گونه سانتي 4دايره به شعاع  يك مستطيل در يك نيم.22
  باشد تا محيط آن ماكزيمم شود؟

  . سازيم بريم و با قسمت مانده، يك مخروط مي ، قطاعي ميRاز يك قرص به شعاع .23
  .دست آوريد بيشترين حجم ممكن براي مخروط را به

  
  

  بيشترين حجم اين استوانه چقدر است؟. ايم واحد محاط كرده 3يك استوانه را در يك كره به شعاع .24
  بيشترين حجم اين استوانه چقدر است؟. ايم متر محاط كرده سانتي 6و ارتفاع 3يك استوانه را در يك مخروط به شعاع .25
tC(t)ساعت پس از تزريق در ماهيچه از رابطة tغلظت يك داروي شيميايي در خون، .26

t
=

+3
3

16
چند ساعت پس از تزريق . آيد دست مي به 

  اين دارو، غلظت آن در خون، بيشترين مقدار ممكن را دارد؟
خواهيم  مي. در ساحل قرار دارد Aكيلومتري نقطة 5در يك جزيرة كوچك و در Lچراغ دريايي 27
 L ازكشي اگر هزينة كابل. قرار دارد، كابل بكشيم Aكيلومتري 10در ساحل كه در Bبه نقطة Lاز
ميليون  3براي هر كيلومتر) در ساحل( Bبه Cميليون و از 5براي هر كيلومتر) در زير آب( Cبه

  كشي مينيمم شود؟ را كجا انتخاب كنيم تا هزينة كابل Cباشد، نقطة
  
  
  

2در ساحل Aقرار دارد كه از نقطة Pمحسن درون قايقي در نقطة .28 او . كيلومتر فاصله دارد 3
 2اگر سرعت قايق.  برسدقرار دارد، Aكيلومتري نقطة 8 كه دردر ساحل Bخواهد به نقطة مي

شدن او در  دهكيلومتر در ساعت باشد، محل پيا 4روي او در ساحل كيلومتر در ساعت و سرعت پياده
  )نهايي( .برسد Bترين زمان ممكن به نقطة اي پيدا كنيد كه در كوتاه گونه را به) Cنقطة(ساحل 

  
yرا روي منحني Aدر شكل مقابل نقطة .29 x= را به  Aقطةمختصات ن. ايم انتخاب كرده 4−
  اي بيابيد كه مساحت مستطيل ايجاد شده بيشترين مقدار ممكن شود؟ گونه

 
 
 

   

yكمترين فاصلة مبدأ مختصات از منحني .30 x=   .را تعيين كنيد 4−
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V  :گاه مولد مخروط باشد، آن Lارتفاع و hشعاع قاعده، r اگر:   r h(´\e) = π 21
3  

  S rL (L r h )(ÂLºI] cõw) ′ = π = +2 2  
  S rL r(®¨ cõw) = π + π 2  

  :گاه مولد مخروط ناقص باشد، آن Lارتفاع و hها، شعاع قاعده ′rو rاگر :  

  V h(r rr r )(´\e) ′ ′= π + +2 21
3   

  S (r r )L(ÂLºI] cõw) ′ ′= π +   
  S (r r )L r r(®¨ cõw) ′ ′= π + + π + π2 2   

  . يابد مطابق شكل مقابل دوران مي dمتر حول خط سانتي 4به طول ABخط  پاره
  .حجم و سطح شكل حاصل از دوران را پيدا كنيد

rشعاع دوران. شود  ساخته ميزيرصورت  ، يك مخروط قائم بهdحول خط ABخط  از دوران پاره =   . است 2
  :كنيم  محاسبه مياكنون ارتفاع را

  h r AB h h h+ =  + =  =  = =2 2 2 2 24 16 12 12 2 3   
V :پس r h= π = ×π× × = π21 1 84 2 3 33 3 3   

  S rL r= π + π = π× × + π× = π + π = π2 2 4 4 8 4 12   
  .دست آوريد  حجم و مساحت شكل حاصل را به.يابد مطابق شكل مقابل دوران مي dحول خط ABخط  پاره

  
  

r،با توجه به شكل. شود اقص حاصل مي، يك سطح مخروطي نdحول محور ABخط پاره از دوران  = ′rو 5 = 2 .
    .كنيم را پيدا مي hاكنون طول ارتفاع يعني

ABH مثلثدر


:  BHAH BH AB AH AH AH h= − =+ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + =  =  = =5 2 32 2 2 2 2 2 23 5 16 4   

V :بنابراين h(r rr r ) ( )′ ′= π + + = π× + + = π2 21 1 4 25 10 4 523 3   

  S (r r )L ( )′= π + = π + × = π5 2 5 35   

4�0$<=$ '>�? @AB� C$;01  
   :دهيم هاي زير دوران مي را حول يك محور در حالت cو طول وتر bو aاي با طول اضلاع قائم الزاويه مثلث قائم

  :دوران حول يكي از اضلاع قائم) فال
  .است bو ارتفاع aحاصل اين دوران، يك مخروط به شعاع قاعدة

    

  :دوران حول وتر) ب
  .اند  قاعده به هم چسبيدهحاصل اين دوران، دو مخروط است كه از

hاست كه h2و ارتفاع دومي h1ارتفاع اولي h c+ =1 ، rشعاع قاعدة هر دو مخروط، يعني. 2

ahدانيم كه  مي1از هندسه . همان ارتفاع وارد بر وتر است c=
2

bhو 1 c=
2

چنين  هم. 2

aاز رابطة rطول شعاع دوران يعني br
c
   .آيد دست مي به =×

    

  

  : دوران حول محوري موازي يكي از اضلاع قائم) پ
  .حاصل اين دوران، يك مخروط ناقص توخالي است
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دو دايرة دلخواهC(O , r) وC (O , r )′ ′ rكنيم فرض مي(را در نظر بگيريد،  ′ r′≥ .(المركزين  خطكند،  ركزهاي دو دايره را به هم وصل ميخطي كه م پاره

OOدهيم، پس نشان مي dرا با  شود و آن ناميده مي d′   :هاي زير است وضعيت دو دايره نسبت به يكديگر، يكي از حالت. است =

d  .هستند) متخارج(ون هم ير دو دايره ب r r′> +  
  

d  .اند روني دو دايره مماس ب r r′= +  
  

r  .اند  دو دايره متقاطع r d r r′ ′− < < +  
  

d  .اند  دو دايره مماس درون r r′= −  
  

d  .اند  دو دايره متداخل r r′< −  
  

d  .مركزاند  دو دايره هم =0  
  

x وضعيت دو دايرة y x y+ + − =2 2 2 2 xو 0 y x y+ − − − =2 2 2 4 4   .را نسبت به هم مشخص كنيد 0
dو ′r،r كافي است OO′= دست آوريم را به.  

aاز روابط bO( , )− −
2 rو 2 a b c= + −2 21   :كنيم استفاده مي 42

  x y x y O( , ) , r+ + − =  − = + − =2 2 12 2 0 1 1 4 4 0 22   

  x y x y O ( , ) , r′ ′+ − − − =  = + + =2 2 12 4 4 0 1 2 4 16 16 32   

  d OO ( ) ( )′= = + + − = + =2 21 1 2 1 4 1 5   
rبنابراين r d r r′ ′− < <   .اند ، پس دو دايره متقاطع+

xاي را بنويسيد كه بر دايرة  معادلة دايره y x y+ + − + =2 2 4 6 12 )Oمركز آن نقطةمماس بيرون بوده و  0 , )−1   .باشد 1
C اگر دايرة داده شده را (O , r )′ ′ dبناميم، با توجه به شكل، ′ r r′= dابتدا. + OO′= آوريم و از اين تساوي دست مي را بهr يمكن را پيدا مي:  

  
a bO ( , ) ( , )

C : x y x y
r

− − ′ = −′ + + − + = 
′ = + − =



2 2
2 32 24 6 12 0 1 16 36 48 12

   

  O( , )
d OO ( ) ( )

O ( , )
− ′ = = − − + + = = ′ −

2 21 1 2 1 3 1 25 52 3   

  d r r r d r′ ′= +  = − = − =5 1 4   
rاكنون با در اختيار داشتن = )Oو 4 , )−1   :نويسيم رد ميرا در شكل استاندا C، معادلة دايرة1

  C:(x ) (y ) r (x ) (y )− α + − β =  − + + =2 2 2 2 21 1 16  
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1جمعيت اين سه شهر به ترتيب،. است 80%و 60%،70%از يك استان در انتخابات، Cو A،Bشهر 3 ميزان مشاركت
4،

1
1و 4

2 
  اگر فردي به تصادف از اين استان انتخاب شود، با چه احتمالي اين فرد رأي داده است؟. دهند جمعيت اين استان را تشكيل مي

+چون  + =1 1 1 12 4 ين  حال نمودار درختي ا؛توان استفاده كرد پس از قانون احتمال كل مي كنند، است پس اين سه شهر اين استان را افراز مي 4
  :كنيم پيشامد را رسم مي

  | A) | B) | C)P( ) P(A)P( P(B)P( P(C)P(½jHj ÁßHn ½jHj ÁàHn ½jHj ÁàHn ½jHj ÁàHn+ + =   

  / / /= × + × + × =1 1 1 290 7 0 6 0 84 4 2 40  

يكي از .  مهرة قرمز است4شامل III مهرة قرمز و جعبة1 مهرة آبي و4شامل IIمهرة قرمز، جعبة 3مهرة آبي و 2شامل I جعبة
  كه اين مهره آبي باشد، چقدر است؟ احتمال اين. آوريم اي از آن بيرون مي ها را به تصادف انتخاب كرده و مهره جعبه

  :كنيم را محاسبه مي P(B)با رسم نمودار درختي،. دهيم نشان مي Bو R قرمز و آبي را به ترتيب با

P(B) P(I)P(B| I) P(II)P(B| II) P(III)P(B| III) = + + = × + × + × =1 2 1 4 1 203 5 3 5 3 5
    

بايستد، يك  Aاگر در ناحية. شود چرخد و در يك ناحيه متوقف مي در شكل زير، عقربة چرخان حول مركز دايره مي 
. شود بايستد، يك سؤال رياضي از سينا پرسيده مي Cبايستد، يك سؤال تاريخي و اگر در ناحية Bسؤال ورزشي، اگر در ناحية

0/توانايي سينا در پاسخ صحيح دادن به سؤالات ورزشي، تاريخي و رياضي به ترتيب 6 ،/0 0/و 4 با چه احتمالي سينا . است 5
  تواند در اين مسابقه برنده شود؟ مي

  :ها برابر است با  قرارگيري عقربه در اين ناحيهاحتمالبا توجه به شكل، . قسمت مساوي تقسيم شده است 12 مساحت دايره به
  P(A) , P(B) , P(C)= = =3 4 5

12 12 12   
  :كنيم ر درختي را رسم مياكنون نمودا

  P( ) / / /cÃdÅ gwIQ = × + × + × =3 4 5 590 6 0 4 0 512 12 12 120  

A،2آموزان كلاس اگر تعداد دانش. آموزان به واليبال علاقه دارند درصد دانش B،10درصد و در كلاس A،20 در كلاس
آموزان  تعداد دانش 3

  آموز به واليبال علاقه ندارد؟ آموزي به تصادف از اين دو كلاس انتخاب شود، به چه احتمالي اين دانش باشد، و دانش Bكلاس

n(A)گاه باشد، آن Bو Aآموزان دو كلاس مجموعة كل دانش S اگر n(B) n(S)+ n(A)و چون = n(B)= 2
  :، بنابراين داريم3

  n(B) n(B) n(S) n(B) n(S) n(B) n(S) , n(A) n(S)+ =  =  = =2 5 3 2
3 3 5 5   

n(A)P(A)پس
n(S)

= = 2
n(B)P(B)و 5

n(S)
= = 3

  :كنيم اكنون نمودار درختي را رسم مي. 5

P( ) / / /−ILÃ²H» ¾M ¸T{Hkº ¾¤°ø = × + × = =2 3 430 8 0 9 0 865 5 50   

از ظرف اول يك مهره به طور تصادفي .  مهرة قرمز وجود دارد5 مهرة سبز و 3رمز و در دومي  مهرة ق3 مهرة سبز و 4در اولي . دو ظرف داريم 
  با كدام احتمال، اين مهره قرمز است؟. آوريم اكنون يك مهره از ظرف دوم بيرون مي. كنيم داريم و بدون مشاهده آن را به ظرف دوم منتقل مي برمي

نمودار درختي اين . اي است كه از ظرف اول به ظرف دوم منتقل شده است ف دوم، وابسته به رنگ مهرهرنگ مهرة خارج شده در آخرين مرحله از ظر 
  :كنيم مسئله را به صورت زير رسم مي
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 نمره  سؤالات رديف

  . يا نادرستي عبارات زير را مشخص كنيديدرست  1
  .شود بت در يك بازه، هم صعودي و هم نزولي محسوب ميتابع ثا) الف
fتابع) ب (x) x= در نقطةx =    .پذير است مشتق 0

5/0 

  .در جاهاي خالي عبارت مناسب بنويسيد  2
h(x)تابع) الف ( x x )= − +2 22 5 fبه صورت تركيب دو تابع 1 (x) x x= − +22 5 g(x)...و  1   .است =

حد تابع) ب
;xxg(x)

x x ;x
x

 >
=  − ≤

− +

2
2

1 0

5 3 0
1

xوقتي  →   . است.................... برابر ∞−

fاگر) پ ( )′ =2 gو 3 ( )′ =2 )گاه حاصل عبارت باشد، آن 5 g f ) ( )′−2   .است ....................برابر  2
  .است .................... آن برابر  ي شكل حاصل از دوران يك دايره حول يكي از قطرها) ت

1  

xfتوابع) الف  3 (x) x
+= 3
g(x)و 2 x= −3   .دست آوريد اده از تعريف بهرا با استف fogدامنة. را در نظر بگيريد 1

fاگر) ب (x) x= −1 g(x)و 38 x= gباشد، مقدار 3 of ( )− −1 1   .دست آوريد را به 5

75/1

xyنمودار تابع ،fبا استفاده از نمودار تابع  4 f ( )= −   .يدرا رسم كن 22

 

y

x

 

75/0

yدورة تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم تابع) الف  5 sin x= −2 3   .دست آوريد را به 4
fدامنة تابع) ب (x) tan( x)=   .دست آوريد را به 2

5/1 

sinxاتيمعادلة مثلث  6 cos x− =2  5/1  .را حل كنيد 0

   .دست آوريد حد توابع زير را به  7
  

x
xlim
x→

−
+ −

2
3

9
1 2

  ب (
x

[x]lim x−→

−
−3

3
 الف (3

75/1

fدر شكل زير داريم fبراي تابع  8 ( ) /′ =4 1 fو  5 ( ) =4   .را بيابيد Cو A ،Bبا توجه به شكل، مختصات نقاط .24

  
x

543

خط

A
B

C

 

75/0

fاگر  9 (x) x= − 21 fباشد، 2 ( )′ 75/0   .دست آوريد را با استفاده از تعريف مشتق به 1−

  )ساده كردن مشتق الزامي نيست. (دست آوريد مشتق توابع زير را به  10
  g(x) x ( x )= +2 xf  ب (1 (x) ( )x= −

5
2  الف (1

2  
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دو واحــد بــه طــرف راســت انتقــال يابــد، بــه صــورت   y اگــر تــابع
y (x )= − +32  و اگر تـابع دو واحـد بـه طـرف پـايين      شود    مي 1

  : شود انتقال داده شود، به صورت زير مي
  y (x ) (x )= − + − = − −3 32 1 2 2 1    

   
)اكيداً صعودي , ]−∞ 0   
)اكيداً صعودي , )0 2   
]اكيداً صعودي , )+∞2   

  
  

  
  (fog)(x) f(g(x)) f(cosx)= =   

  

  cos x sin x |sin x|= − = =2 21   
  

  (gof )(x) g(f (x)) g( x ) cos( x )= = − = −2 21 1    
  

  (gog)(x) g(g(x)) g(cosx) cos(cosx)= = =    

   

    
   

    
  

y xf (x) y x x f (x)−+ += = −  =  =15 57 5 7   الف( 7

  g(x) y x x y g (x) x−= = −  = −  = −12 2 2   
  x(g of )(x) g (f (x)) g ( )− − − − − += =1 1 1 1 1 5

   ب( 7

  x x x( )+ − − −= − = =5 14 5 92 7 7 7
   

  (fog)(x) f (g(x)) f ( x) ( x)= = − = − −2 7 2   پ( 5

  yx x y x x −= − − = −  = −  = 914 7 5 9 7 9 7 7   

  x(fog) (x)− − =1 9
7   

  T | |
π π= =2
8   الف( 4

  min | |= − + =2 3 max   و    1 | |= + =2 3 5   
  T | |

π= =π
2   ب( 2

min | |=− −π − =−π−2 maxو  2 | |= −π − = π −2 2   
  .خير اين جمله صحيح نيست 

πچون مثلاً π>3
4 ولي  4


tan tan

−

π π<

11

3
4 4

   

  
  cos sin sin°= − ° = − °2 2330 1 2 15 1 2 152 

   

 

  sin sin −− ° =  ° =2 2 32 315 154 2  

  sin sin cos cos−°= ° ° = × × °2 3130 2 15 15 2 152 2 
   

  

  cos cos = − × ° ° =
−

1 12 3 15 152 2 2 3
   

  sin x sin x+ =  = −4 8 0 4 8   
 sinx sin( )− − π = = = −2 2 2

4 2 4   

    
x k ; k

x k ( ) k ; k

π = π − ∈ π π = π + π − − = π + ∈


2 4
52 24 4




   

  x ( ) a( ) a= −  − + − + =  − + + =3 22 2 2 3 0 8 4 3 0   

   a a =  = 54 5 4   

  p(x) x x x x = + + =  + + =3 2 3 25 3 0 4 5 12 04   

  

x x x

x x x x

x
x x

x
x

+ + +

− − +

− +
± ±

+
− ±

3 2

3 2 2

2

2

4 5 12 2

4 8 4 3 6
3 12
3 6

6 12
6 12

0


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