




پیشگفتار

ندا فرهختی

ون ن و القلم و ما یسطر
کتاب های فرمول بیست می باشد. کتاب پیش رو از مجموعه 

کتاب درسی و  کامل همراه با مثال ها و تمرینات متنوع بر پایه  کتاب ارائه آموزش های  هدف اصلی این مجموعه 

در جهت تسلط و آمادگی برای امتحانات می باشد.

در این کتاب...
ارائه  با  و  شود  داده  آموزش  جزئیات  و  دقت  با  فصل  مطالب  تمام  تا  است  درسنامه  چندین  شامل  فصل  هر 

گردد. مثال های لازم، مطالب عمیق تر تفهیم 

گردآوری سؤالات  کتاب درسی شبیه سازی شده و با  در ادامه در انتهای هر درسنامه تمام تمرینات و مثال های 

کاملی ارائه شده است . امتحان های نهایی، یک مجموعه تمرین و بانک  سؤال خوب و 

که یک دانش پژوه برای آموزش  نیاز دارد ، در اختیارش قرار  کاملا تشریحی تمرینات، هر آنچه  در نهایت با حل 

گرفته است.

در این کتاب برخی تمرینات تحت عنوان سوالات ستاره دار مشخص شده است، این گروه سؤالات همان تمرینات 

اولیه و حداقلی است که هر دانش پژوه باید با آن مواجه گردد. حجم   و تنوع این دسته سؤالات به گونه ای طراحی 

شده که دانش پژوهانی که فرصت کمتری برای حل تمرین یا مرور فصل  دارند ابتدا سراغ این دسته سؤالات بروند 

و سپس در مرحله بعد و در زمان مقتضی به حل بقیه تمرینات بپردازند و امکان  تمرین بیشتر را داشته باشند.

گروه دیگری از تمرینات ، مجموعه سؤالاتی هستند که تحت عنوان سؤالات بمب شناخته می شوند . سؤالات بمب 

شامل تمریناتی است که سطح آنها یک سر و گردن بالاتر از دیگر تمرینات است و دانش پژوهان سخت کوش تر را به 

چالش می کشد تا با حل آنها لذت حل مسأله برایشان دو چندان شود.

کار را  گرفته تا  کتاب ، یک سری مجموعه امتحان شامل امتحانات تألیفی و نهایی سال های اخیر قرار  در انتهای 

کند. برای مرور شب امتحان راحت تر 

گنجانده شده است.  کتاب  کتاب آموزشی انتظار دارد ، در این  که یک دانش پژوه از یک  که هر آنچه  خلاصه این 

کتاب تردید نکنید و از داشتنش لذت ببرید. بنابراین برای همراه شدن با این 

در پایان از همه عزیزانی که بنده را در تهیه این کتاب همراهی نموده اند نهایت تشکر  و قدر دانی را دارم؛ همچنین 

کردند ، سپاسگزارم. که مرا صبورانه همراهی  از  خانواده عزیزم 
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|   حسابان 2   |

فــیلـــم  فــیلـــم  
شــــــبشــــــب
 امتحان امتحان

بستۀ 3بستۀ 2بستۀ 1

ــای  ــم هـ ــلـ ــیـ فـ از  اســـــتـــــفـــــاده  بـــــــــرای 
ــر بسته ــتـــحـــان هــ امـ  آمــــوزشــــی شــــب 
کنید. QR-code های مقابل را اسکن 

تبدیل نمودار توابع بسته اول
صفحه 2 تا 12 کتاب درسی

 نمودارها در ریاضی می تونن در یک نیم نگاه اطلاعات خوبی رو از ویژگی های تابع بهتون بدن. 
مثلاً دامنه، برد، تقاطع با محورها، افزایشی یا کاهشی بودن تابع و خیلی چیزهای دیگه با یک نگاه کوچیک به نمودار تابع به دست میاد. 

پس خیلی مهمّه که بتونیم رابطۀ خوبی با رسم نمودار توابع داشته باشیم. ما در این درسنامه بهتون کمک می کنیم که بتونین نمودار توابع رو )البته در حد کتاب درسی تون( رسم کنید.
  یادآوری  تعدادیازنمودارهایمهموپایهایراباهممرورمیکنیم:

کنیم. نموداربرخیتوابعدیگررارسم کنونمیخواهیمباتبدیلنمودارهایبالا ا
 حالا حتماً از خودتون می پرسین )تبدیل نمودارها( یعنی چی؟ 

f رو رسم کرده باشین یا سؤال نمودارش رو بهتون داده باشه( با انتقال  f رو داشته باشین، )حالا یا خودتون خُب باید بهتون بگم که وقتی شما نمودار یه تابع مثل
، نمودار دیگه ای به دست میاد که تبدیل یافتۀ نمودار f هست. f یا انعکاس اون نسبت به محورها یا حتی انبساط و انقباض نمودار

تابع یکی از اساسی ترین و مهم ترین مباحث حسابان می باشد و مقدمه و شروع بسیاری از مباحث مهم دیگر مثل حد و پیوستگی و مشتق است.

هرجای دنیا هم که باشید وضعیت به همین شکل است و تابع و مفاهیم آن یکی از کاربردی ترین مباحث ریاضیات است. مثل این است که جمع و تفریق بلد 

نباشید. می توانید درک کنید که زندگی بدون جمع و تفریق چه قدر بی معنی است؟! ریاضیات بدون تابع هم به همین شکل است.

سوال  فصل  خود  از   
ً
مستقیما می توان  هم  یعنی  می آید.  کار  به  غیرمستقیم  و  مستقیم  به صورت  که  می باشد  حسابان  در  مهم  فصل های  از  یکی  فصل  این 

مطرح کرد و هم از مطالب و نکاتی که در اینجا آموزش داده می شود در حل مسائل مباحث دیگر به کار می آیند.

پس پیشنهاد می کنم که به مطالب این فصل خوب توجه کنید.

در ضمن یاد گرفتن این فصل می تواند 2 تا 3 نمره در امتحان نهایی و درصد قابل توجهی در کنکور برایتان به ارمغان بیاورد.

فصل اول

تـــابـــع1
حسابان دوازدهم
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|   فصل اول: تابع   |

انتقال نمودارها الف

بهیکیازصورتهایزیراست: f دادهشدهباشد،انتقالهاینمودار y f x ( ) تابع گرنمودار ا

؛ y f x ( ) ازروینمودار y f x k ( ) 1 انتقال عمودی: برایرسمنمودار

واحدبهپایینانتقالمیدهیم. |k | را f kباشد،نمودار  0 گر با واحدبهبالاانتقالمیدهیم. k را f kباشد،نمودار  0 گر ا آ
؛ y f x ( ) ازروینمودار y f x k ( ) 2 انتقال افقی:برایرسمنمودار

واحدبهراستمنتقلمیکنیم. |k | را f kباشد،نمودار  0 گر با واحدبهچپمنتقلمیکنیم. k را f kباشد،نمودار  0 گر ا آ
 به توضیحات بالا یه نگاهی بندازین:

 k  0 گه های مثبت ( میره. اما در انتقال افقی ا y( واحد به سمت بالا k ، f ،نمودار f x k( )  k )مثبت( باشه، برای رسم  0 گه 1 در انتقال عمودی ا

های منفی( میره.  x k واحد به سمت چپ ) ، f f نمودار x k( ) باشه، برای رسم
 k  0 گه های منفی ( میره. اما در انتقال افقی ا y( واحد به سمت پایین | |k ، f ، نمودار f x k( )  k )منفی( باشه، برای رسم  0 گه 2 در انتقال عمودی ا

های مثبت( میره.  x | واحد به سمت راست ) |k  ، f ، نمودار f x k( )  )منفی( باشه، برای رسم

کنید. ، هر  یک از نمودارهای زیر  را رسم  y x 2 سؤال  به کمک نمودار

y x 2 1  3  y x ( )1 2  2  y x 2 1  1

y x  ( )1 12  6  y x  ( )1 12  5  y x ( )1 2  4

انتقالمیدهیم:  را1واحدبهبالا y x 2 ،نمودار y x 2 برایرسم1 1  پاسـخ

را1واحدبهچپانتقالمیدهیم:  y x 2 ،نمودار y x ( )1 2 برایرسم 2

را1واحدبهپایینانتقالمیدهیم: y x 2 ،نمودار y x 2 برایرسم1 3

را1واحدبهراستانتقالمیدهیم:  y x 2 ،نمودار y x ( )1 2 برایرسم 4

انتقالمیدهیم:  را1واحدبهراستو1واحدبهبالا y x 2 ،نمودار y x  ( )1 12 برایرسم 5

را1واحدبهچپو1واحدبهپایینانتقالمیدهیم:  y x 2 ،نمودار y x  ( )1 12 برایرسم 6

مشابه تمرین صفحه 11 کتاب درسی
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|   حسابان 2   |

گه نمودار یه تابع رو نداشته باشیم یا حال نداشته باشیم رسمش کنیم، چطوری از روی دامنه و بردش، دامنه و برد تبدیل یافته اش رو پیدا کنیم.   حالا می خوایم ببینیم ا

باشد،آنگاه: [c,d] و [a ,b] بهترتیببرابربا y f x ( ) گردامنهوبردتابع ا نکته

باشد: f دردامنۀ ( )x h باحلنامعادلۀزیربهدستمیآید،زیراباید y f x h  ( ) k دامنۀتابع 1
 a x h b a h x b h        

قرارمیگیرد: f دربرد f x h( ) بهصورتزیربهدستمیآید،زیرا y f x h k  ( ) بردتابع 2

c f x h d c k f x h k d k c k y d kk

y

               ( ) ( )� �� �� 

g را بیابید.  x f x( ) ( )  2 ) باشد، دامنه و برد تابع3 , ]2 5 ] و , ]1 3 y برابر  با f x ( ) گر دامنه و برد تابع سؤال  ا

 پاسـخ
g :دامنۀ             

1 2 3 1 2 3 2 1 52x x x 

g :برد 2 2 5 1 2 3 2 1 23
            


f x f x g x

g x

( ) ( ) ( )
( )

� �� �� 

انعکاس نمودارها ب

کنیم. هاقرینه x رانسبتبهمحور f تابع کنیمیعنینمودار هاراقرینه y کافیاست ، y f x ( ) ازروینمودار y f x  ( ) برایرسمنمودار 1

   مثال  

کنیم. هاقرینه y رانسبتبهمحور f تابع کنیمیعنینمودار هاراقرینه x کافیاست ، y f x ( ) ازروینمودار y f x ( ) 2 برایرسمنمودار

   مثال  

 یادتون میاد وقتی بچه بودین نصفه یک شکل رو بهتون می دادن و می گفتن تقارن یافته اش رو نسبت به خط چین رسم کن و انگار که اون خط چین آینه بوده 
و انعکاس اون شکل رو تو آینه باید رسم می کردی. 

این جا هم همونه باید مثل بچگی ها انعکاس )تقارن( نمودار رو نسبت به محورهای مختصات رسم کنید. 
کنید.  سؤال  نمودار هر یک از توابع زیر  را رسم 

y x   ( )1 12  4  y x    1  3  y x   2  2  y x  2 1  1

بهدســت y x  2 هــاقرینــهمیکنیــمتــانمودار x رانســبتبــهمحور y x 2 ابتــدانمــودار 1  پاسـخ

انتقالدهیم:  را1واحدبهبالا y x  2 آید،سپسنمودار

بهدســت y x  هــاقرینــهمیکنیــمتــانمــودار y رانســبتبــهمحور y x ابتــدانمــودار 2

را2واحدبهپایینانتقالمیدهیم:  y x  آید.سپسنمودار

مشابه تمرین صفحه 11 کتاب درسی
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|   فصل اول: تابع   |

ــد.ســپسنمــودارحاصــلرا بهدســتآی y x x     ( )1 1 ــانمــودار ــم،ت ــهراســتمنتقــلمیکنی را1واحــدب y x  ــدانمــودار ابت 3

هــاقرینــهمیکنیــم: x نســبتبــهمحور

IÀ n¼d¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤x
 

انتقالمیدهیم:  را1واحدبهراستو1واحدبهبالا y x  2 نمودار 4

باشد،آنگاه: [ , ]c d و [ , ]a b بهترتیببرابربا y f x ( گردامنهوبردتابع( ا نکته

a x b b x a         ( )1 است: [ , ] b a برابربا y f x ( ) دامنۀتابع 1

c f x d d f x c         ( ) ( )( )1 است: [ , ] d c برابربا y f x  ( ) بردتابع 2

 بازه های داده شده در دامنه و برد، می تونن باز یا نیم باز هم باشن. برای درک بهتر یه مثال ببینین:
f باشد، دامنه و برد هر  یک از توابع زیر  را بیابید.  بوط به تابع گر نمودار زیر مر سؤال  ا

 g x f x( ) ( )   1  1

  k x f x( ) ( )   1  2

 h x f x( ) ( )    1  3

Df:دامنه  [ , )2 4 Rf:برد،  [ , ]2 1  پاسـخ

1
D x x D

R f x f
g g

g

: ( , ]

: ( ) (

( )         

     

 

 

 



2 4 2 4 4 2
2 1 1

1

1      





 x Rg) [ , ]1 2 1 2


2
D x x D
R f x
k k

k

: [ , )
: ( )

( )

( )
         

   

 

 

 

 
2 1 4 3 3 3 3
2 1 1

1

1        





 2 1 1 1 2f x Rk( ) [ , ]


3
D x x x D
R
h h

h

: ( , ]
:

( ) ( )              



      2 1 4 3 3 3 3 3 3
2

1 1

                





   f x f x h x Rh( ) ( ) ( ) [ , ]( )1 1 2 1 1 2 1 1 21 

گر سرد کنید منقبض می شه یعنی طولش کم تر می شه.   یادتونه تو علوم ابتدایی یاد گرفتین که هر وقت جسم رو گرم کنید منبسط می شه یعنی طولش بیش تر می شه و ا
ها )عمودی( منسبط یا منقبض شون کنیم. حالا  yها )افقی( یا در راستای محور x حالا این جا هم می خوایم با نمودارها همین کار رو انجام بدیم یعنی در راستای محور

بگین چطوری؟ اینطوری!

انقباض و انبساط نمودارها پ

1 انبساط و انقباض افقی

ضربمیکنیم.دراینصورت: 1
k

رادر f تابع طولنقاطنمودار k  ،باشرط0 y f (kx) موجودباشد،برایرسمنمودار y f x ( ) تابع گرنمودار ا

منقبضمیگردد. 1
k

ها(باضریب x راستایافقی)محور در y f x ( ) kباشد،نمودار  1 گر ا آ

منبسطمیگردد. 1
k

ها(باضریب x راستایافقی)محور در y f x ( ) باشد،نمودار 0 1 k گر با

مشابه کار در کلاس صفحه 10 کتاب درسی
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|   حسابان 2   |

کنید.  ، نمودار هر  یک از توابع زیر  را رسم  y x | | سؤال  به کمک نمودار

 y  | x|1
2  2   y  | x|2  1

منقبضمیگردد:  1 1
2k  درراستایافقیباضریب y x | | ،نمودار y x | |2 برایرسم 1  پاسـخ

منبسطمیگردد:  1 2
k
 راستایافقیباضریب در y x | | ،نمودار y x | |1

2 برایرسم 2

2 انبساط و انقباض عمودی

ضربمیکنیم.دراینصورت: k رادر f تابع عرضنقاطنمودار k  0 ،باشرط y kf x ( ) موجودباشد،برایرسمنمودار y f x ( ) تابع گرنمودار ا

منبسطمیگردد. k ها(باضریب y درراستایعمودی)محور y f x ( ) kباشد،نمودار  1 گر ا آ
منقبضمیگردد. k ها(باضریب y درراستایعمودی)محور y f x ( ) باشد،نمودار 0 1 k گر با

کنید. ، نمودار هر  یک از توابع زیر  را رسم  y x 2 سؤال  به کمک نمودار تابع

y x 1
2

2  2   y x 2 2  1

درراستایقائممنبسطمیگردد:  k  باضریب2 y x 2 نمودار 1  پاسـخ

راستایقائممنقبضمیگردد:  در k  1
2 باضریب y x 2 نمودار 2

 باز هم توجه حضار رو به این نکته جلب می کنم که:

منقبضمیکنیم، 1
k

نمودارfراباضریب ( ( ))f kx ،نمودارfراباضریبkمنبسطمیکنیمامابرایرسم ( ( ))k f x ،برایرسم k  وقتی1 آ  1  نکته

یعنیبرعکسهمهستند.

منبسطمیکنیم. 1
k
باضریب را fنمودار ( (kx))f برایرسم اما باضریبkمنقبضمیکنیم را fنمودار، ( ( ))kf x برایرسم ، 0 1 k وقتی ب 

1 برابر می شه. 
k

، xها y f kx ( ) ، yها واقعاً k  برابر می شه اما در y kf x ( )  و باز هم برعکس هم هستن. یعنی در

.) 12 12 برابر می شه )انقباض افقی با ضریب ، xها y f x ( )2 ،yها 2 برابر می شه )انبساط عمودی با ضریب 2( اما در y f x2 ( ) مثلاً در
، 1

a
کتوربگیریمتادرترتیبتبدیلاتاشتباهنکنیم)وابتداباضریب داخلپرانتزفا x ابتدابایدازضریب y f ax b ( ) برایرسمنمودارتوابع 2

y f ax b f a b
a

   ( ) ( (x )) انبساطیاانقباضافقیوسپسانتقالراانجامدهیم(.

مشابه کار در کلاس صفحه 7 کتاب درسی
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|   فصل اول: تابع   |

 یه مثال برای نکتۀ بالا ببینین تا بهتر درکش کنین. 

کنید و دامنه و برد آن ها را بیابید. f به صورت زیر باشد، نمودار هر یک از توابع زیر را رسم  گر نمودار تابع سؤال  ا

g x f x( ) ( )  2 4  1

  h x f x( ) ( )  2 1  2

g x f( ) ( (x ))  2 2 کتورمیگیریم،داریم: فا x ابتداازضریب 1  پاسـخ

بهدســتآیــد، y f ( (x ))2 2 منقبــضوســپس2واحــدبــهراســتانتقــالمیدهیــم،تــانمــودار 1 1
2k

 راابتــدابــاضریــب f تابــع بنابرایــننمــودار

بهدســتآیــد: g هــاقرینــهمیکنیــمتــانمــودار x رانســبتبــهمحور ســپسنمــودار

Â£ÎH ÆIL£ºH

 
SwHn ¾M keH» 2

 

 

قرینه نسبت به 
محور xها

 →
 

h x f( ) ( (x ))  2 1 کتورمیگیریم،داریم: فا x ابتداازضریب 2

قرینه نسبت به 
محور yها

 →
     

1 واحد به راست 
انتقال می دهیم.
 →

 

انبساط عمودی

k2با ضریب
 →

 

باشد،آنگاه، [c,d] و [m,n] بهترتیببرابربا y f x ( گردامنهوبردتابع(   نتیجه   ا

m ax b n   کافیاستنامعادلۀمقابلراحلکنیم: y kf ax b h  ( ) 1 برایمحاسبۀدامنۀتابع

جمع h کرده،سپسطرفیننامعادلۀحاصلرابا برابر k ) k ،طرفیننامعادلۀزیررا)باتوجهبهعلامت y kf ax b  ( ) h 2 برایمحاسبۀبردتابع

بهدستآید.بهطورمثال: y میکنیمتابردتابع

c f ax b d kc kf ax b kd kc h kf ax b hk h

y

              ( ) ( ) ( )0
� ��� ����  kd h 

 در واقع برای محاسبۀ برد باید تابع جدید رو بسازیم و ببینیم بین کدام دو عدد قرار می گیره! 
و باز هم می گم که، بازه های داده شده برای دامنه و برد می تونن باز یا نیم باز هم باشن.

مشابه مثال صفحه 10 و تمرین 2 صفحه 12 کتاب درسی
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|   حسابان 2   |

کنید.  ] در نظر بگیرید و دامنه و برد هر یک از توابع زیر را پیدا  , )2 3 f را در بازۀ x x( ) | |  1 سؤال  تابع2

 k x f x( ) ( )  3 2 1  2   g x f x( ) ( )   2 1 3  1

کافــیاســتنمــودار نیــز f رامییابیــم.بــرایرســمنمــودار f ،بــردتابــع f ابتــدابــارســمنمــودار 1  پاسـخ

را1واحــدبــهراســتو2واحــدبــهپاییــنانتقــالدهیــم: y x | |
   f RfjoM

[ , ]2 1 

R f f fg
g x

: ( x ) ( x ) ( x )
( )

( )

               
  2 2 1 1 2 2 1 1 5 2 1 3

1 3
� ��� ��   2 2 5Rg [ , ] 

است،بنابراین: [ , )2 3 بازۀ f دامنۀتابع
D x Dg g: ( x ) x [ , )                2 2 1 3 1 2 4 1

2 2 1
2 21 2 

D x x x Dk k: ( , ]( ) ( )
                

   2 2 3 4 1 4 1 1 42 1
 2

R f x f x f x Rk k: ( ) ( ) ( ) [
( )

                   
2 2 1 6 3 2 3 7 3 2 1 23 1

7 2, ] 

 حالا چند تا مثال متفاوت تر و امتحانی تر ببینین تا تجربه ای بشه که پرقدرت تر نمودار هر تابعی که بهتون بدن رو رسم کنین.

y بنویسید. 
x

 1 y و x  ، y x 2 ، y x | سؤال  ضابطۀ هر یک از توابع زیر را به کمک توابع|

  4   3   2   1

هــاقرینــهوســپس2واحــدبــهراســتو1واحــد x نســبتبــهمحور y x 2 ،درمییابیــمکــهنمــودار y x 2 بــامقایســۀنمــوداردادهشــدهونمــودار 1  پاسـخ

انتقــالیافتــهاســت: بــهبــالا
y x y x y x         2 2 22 1( )

قرینه نسبت به 
محور xها

2 واحد به راست 
1 واحد به بالا 

انتقالمیدهیم: هاقرینهوسپس1واحدبهبالا x رانسبتبهمحور y x | | ،درمییابیمکهنمودار y x | | بامقایسۀنموداردادهشدهونمودار 2

 y x y x y x        | | | | | | 1 واحد به بالا 1
انتقال می دهیم.

قرینه نسبت به 
محور xها 

راستایقائممنبسطشدهاست: هاقرینهوسپسباضریب2در y هاوهممحور x همنسبتبهمحور y x نمودار 3

 y x y x y x y x              2
قرینه نسبت به 

محور yها
قرینه نسبت به 

محور xها
انبساط عمودی 

انتقالیافتهاست: ها(قرینهشدهوسپس1واحدبهبالا x ها)یامحور y نسبتبهمحور y
x

 1 نمودار 4

y x y x y x        1 1 1 1
قرینه نسبت به 

محور yها
1 واحد به بالا 
انتقال می دهیم.



کنید.  x را حل  x2 0   سؤال  به کمک رسم نمودار، معادلۀ

رادریــکدســتگاهمختصــاترســممیکنیــم.طــول y x  و y x 2 بــرایحــلمعادلــه،نمــودارتوابــع پاسـخ

نقــاطتقاطــع،جوابهــایمعادلهانــد:
x x x x2 20      

 جوابهایمعادله  { , }0 1

مشابه تمرین صفحه 12 کتاب درسی

مشابه تمرین 4 صفحه 12 کتاب درسی

مشابه خرداد 91
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|   فصل اول: تابع   |

کنید.  x را حل  x  1 سؤال  به روش هندسی، نامعادلۀ1

قراردارند: y x 1 یاروینمودار بالا y x 1 بایدنقاطیرابیابیمکهدرآننقاط،نمودار پاسـخ

مجموعهجواب    { }1 3x 

کنید.  کنید. در صورت وارون پذیری، نمودار تابع وارون آن را رسم  f را بررسی  f وارون پذیری تابع x x( )  1 سؤال  با رسم نمودار

 

بهدســتآیــد.ســپسنمــودارحاصــلرا1واحــدبــهراســتانتقــال y x  هــاقرینــهمیکنیــمتــانمــودار y رانســبتبــهمحور y x نمــودار پاسـخ

آیــد. بهدســت  f x x x( ) ( )    1 1 نمــودار تــا میدهیــم

 
1 واحد به راست 
انتقال می دهیم.  

کنیم. قرینه y x رانسبتبهخط f کافیاستنمودار  f 1 یکبهیکووارونپذیراستوبرایرسمنمودار f بالا،تابع باتوجهبهنمودار

  
y xôi ¾M SLvº

´Ã¹¨ïÂ¶ ¾¹Äo¤

 

تبدیل نمودار توابع پرسش های تشریحی 1
 درستی یا نادرستی عبارات زیر را تعیین کنید.

)خرداد 97( . 	 g از روی نمودار تابع f، کافی است نمودار f را نسبت به محور طول ها قرینه کرد.  x f x( ) ( )  برای رسم نمودار تابع

)مشابه دی 99 خارج از کشور(. 	 ها قرینه اند.  y ، نسبت به محور y f x ( ) y و f x ( ) نمودار توابع

پایین. 	 به  واحد   2 و  راست  به  طول ها  محور  روی  واحد  یک   f نمودار   ، f x x( ) | | تابع نمودار  از  استفاده  با   g x x( ) | |  1 تابع2 رسم   برای 

)دی 96 و مشابه دی 1401(  حرکت می کند. 

)مشابه دی 1401(. 	 y متناظر است.  f x 2 ( ) ) روی نمودار , )1 2 y با نقطۀ f x ( ) ) روی نمودار , )1 4 نقطۀ

)دی 95( . 	 ] است.  , ] 1
2

3
2 g بازۀ x f x( ) ( ) 3 2 ] باشد، دامنۀ تابع , ]1 3 ا گر دامنۀ تابع f برابر 

)خرداد 98( . 	 y در راستای محور xها به دست می آید.   f x ( ) y  از انبساط افقی نمودار f kx ( ) k باشد، نمودار  1 ا گر

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. 

)شهریور 95 و مشابه شهریور 1402( . 	 f باشد، برد این تابع مجموعۀ .................. است.  x x( )  2 ا گر

[ , )0  )2   [ , ]1 2 )1

)شهریور 95 (. 	 y در امتداد xها .................. می شود.   f x ( ) 0 باشد، نمودار 1 a ، اگر y f x ( ) y از روی نمودار f ax ( ) در رسم نمودار

2(منقبض  1(منبسط

)خرداد 94 و مشابه مرداد 1403(. 	 g بازۀ .................. است.  x f x( ) ( )  2 ] در نظر بگیرید. دامنۀ تابع1 , ]2 1 y را با دامنۀ f x ( ) تابع

 [ , ] 1 1
2 )2   [ , ]4 2 )1

f در امتداد محور .................. ، .................. می گردد.. 		 0 باشد، نمودار 1 a ، اگر y f x ( ) y از روی نمودار af x ( ) در رسم نمودار

xها،منقبض )4 yها،منقبض )3 x)2ها،منبسط yها،منبسط )1

مشابه شهریور 94 و خرداد و دی 96

مشابه شهریور 95 و 92
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|   حسابان 2   |

)شهریور 1400 و شهریور 98 خارج از کشور (. 		 y در راستای محور xها به دست می آید.   f x ( ) y از .................. نمودار f kx ( ) k باشد، نمودار  1 ا گر

)شهریور 99( . 		 f برابر .................. است.   x( )3 1 f باشد، دامنۀ تابع x( ] دامنۀ تابع( , ]2 1 ا گر بازۀ

)شهریور 98 و شهریور 98 خارج از کشور (. 		 y نسبت به محور .................. است.   f x ( ) y قرینۀ نمودار تابع f x  ( ) نمودار تابع

)دی 98 خارج از کشور و مشابه دی 99 خارج از کشور (. 		 f برابر .................. است.   x( f باشد، دامنۀ تابع( x( )2 1 ] دامنۀ تابع , ]4 2 اگر بازۀ

مـــقایســه . 		  f نــمودار  با  و  کنید  رسم  را  زیر  توابع  از  یک  هر  نــمودار   ،f نمــودار  کمــک  به  ســپــس  کنید،  رسم   [ , ]1 2 بـــازۀ در  را   f x x( )  2 تابع نــمودار 
)برگرفته از تمرین 2 صفحه 11 کتاب درسی( کنید.  

y f x 2 ( ) ت y f x  ( ) پ  y f  (x) ب y f x ( )  آ 

y f x 1
2 2( )  ح y f x 2 2( )  چ  y f x ( )2  ج y f x 1

2 ( ) ث 

)برگرفته از تمرین 2 صفحه 11 کتاب درسی( . 		 f داده شده است، به کمک آن نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید.   نمودار تابع

 y f x 2 ( ) ب   y f x ( ) آ 

 y f x ( )2 4 ت   y f x   ( )1 1 پ

 y f x 1 1
3 ( )  ج   y f x ( )2 ث

)برگرفته از تمرین 1  صفحه 11 کتاب درسی( . 		 y است. ضابطۀ هر یک را بنویسید.   x نمودار هر یک از توابع زیر، تبدیل یافتۀ نمودار تابع

پ ب  آ 

ج ث ت   

g این نقطه به چه نقطه ای متناظر می گردد؟ . 		 x f x( ) ( )  2 y قرار دارد. در تابع f x ( ) ) روی نمودار تابع , )3 1 نقطۀ

)شهریور 96 و مشابه خرداد 99 خارج از کشور (  

)دی 97 و مشابه خرداد 1403(. 		 g را تعیین کنید.  g را رسم کنید و سپس دامنه و برد تابع x f x( ) ( )  2 f در شکل زیر رسم شده است. نمودار نمودار تابع

  

)خرداد 96( . 		 y در شکل مقابل داده شده است:  f x ( ) نمودار تابع

راتعیینکنید. g x f x( ) ( ) 2 دامنۀتابع آ

رارسمکنید. h x f x( ) ( )  1 بنمودار
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|   فصل اول: تابع   |

y دامنه و برد آن را بیابید.  . 		 f x ( ) y به صورت مقابل است. با رسم نمودار f x   2 2 1( ) نمودار تابع

)دی 1402( . 		 y را رسم کنید و دامنه و برد آن را بیابید.   f x  3 1
2 2( ) y به صورت مقابل است. با استفاده از تبدیل نمودار، نمودار تابع f x ( ) نمودار تابع



g را رسم کرده و دامنۀ آن را تعیین کنید.. 		 x f x( ) ( ) 3 f در شکل زیر رسم شده است. نمودار تابع نمودار تابع

)شهریور 98 و دی 99 خارج از کشور و مشابه دی 98 خارج از کشور و شهریور 1402(   



g را تعیین کنید. . 		 x( ) g را رسم کرده و دامنۀ تابع x f x( ) ( )  1 2 y به صورت زیر است. نمودار تابع f x ( ) نمودار تابع

)دی 1400 و مشابه شهریور 98 خارج از کشور و خرداد 99 خارج از کشور (  



)شهریور 1400( . 		 g را تعیین کنید.   g را رسم کرده و دامنه و برد تابع x f x( ) ( ) 2 1 y به صورت زیر است. نمودار f x ( ) نمودار تابع



)خرداد 98( . 		 g را رسم کرده و دامنه و برد آن را تعیین کنید.   x f x( ) ( ) 2 1 y به صورت زیر است. نمودار f x ( ) نمودار تابع



)دی 99 و مشابه مرداد 1403( . 		 g را رسم کرده، دامنه و برد آن را تعیین کنید.   x f x( ) ( ) 2 1 f به صورت زیر است. نمودار تابع نمودار تابع



)دی 98( . 		 g را رسم کرده و دامنه و برد آن را تعیین کنید.   x f x( ) ( ) 2 1 f در شکل زیر رسم شده است. نمودار تابع x( نمودار تابع(
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|   حسابان 2   |

g را رسم کرده و دامنه و . 		 x f x( ) ( ) 2 f که در شکل زیر آمده است، نمودار تابع1 با توجه به نمودار تابع

)خرداد 99 و خرداد 98 خارج از کشور ( برد آن را تعیین کنید.  



)شهریور 93( . 		 y را رسم کرده و برد آن را بیابید.  f x ( ) 1 ] رسم کنید. سپس نمودار , ]0 2 f را با دامنۀ x x( ) | |  1 ابتدا نمودار تابع

)دی 91( . 		 y را رسم کنید.  f x ( ) ] رسم کنید، سپس به کمک آن نمودار تابع , ]2 4 f را در بازۀ x x( ) | |  3 ابتدا نمودار تابع

)خرداد 92 و مشابه شهریور 1401( . 		 g را رسم کنید.  x f x( ) ( )  2 1 f را رسم کرده و سپس با استفاده از آن نمودار تابع x x( )  ابتدا نمودار تابع

)برگرفته از کار در کلاس صفحه های 4 و 5 کتاب درسی(   نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید.  

		 .y x 3 12		 .y x  1
2 12		 .y x  2 2		 .y x  2 1

		 .y x  2
		 .y x 2 2		 .y x   1 1		 .y x 1 2cos

		 .y x 1 2cos( )		 .y x 2 2sin( )		 .y x  2 12		 .y x  log( )1

)خرداد 97( . 		 5 را بیابید.   3  x x| | به کمک رسم نمودار، تعداد ریشه های معادلۀ

)شهریور 96 و شهریور 92(. 		 x را حل کنید.   x  1 با رسم نمودار، معادلۀ1

)دی 94( . 		 x|| را به روش هندسی و جبری حل کنید.  2 x معادلۀ

x را به روش هندسی حل کنید.. 		 x x   1 2 12 معادلۀ

)خرداد 91( . 		 1 را با روش هندسی حل کنید.  1 22   x x x معادلۀ

)شهریور 91 و مشابه دی 89( . 		 x2 را به روش هندسی حل کنید.   |x|نامعادلۀ

)شهریور 90( . 		 1 را با روش هندسی حل کنید. 
x

x نامعادلۀ

)شهریور 94( . 		 x را به روش هندسی حل کنید.  x 1 | | نامعادلۀ

)دی 96 و مشابه خرداد 96( . 		 | را حل کرده و مجموعه جواب آن را به صورت بازه نمایش دهید.   |x x  1 12 با رسم نمودار، نامعادلۀ

| را به روش هندسی )رسم نمودار( حل کنید.. 		 |x x 1 2 نامعادلۀ

| را به روش هندسی حل کنید.. 		 x | log 1 0 5/ x نامعادلۀ

)مشابه خرداد 97( . 		 f وارون پذیر است، سپس نمودار و ضابطۀ وارون آن را بنویسید.  x x( )   1 نشان دهید تابع

)شهریور95( . 		 y را بررسی کنید و ضابطۀ تابع وارون را بیابید.  x  2 3 با رسم نمودار، وارون پذیری

)مشابه شهریور 92( . 		 y را بررسی کنید و نمودار و ضابطۀ وارون آن را به دست آورید.  x  3 5 با رسم نمودار، وارون پذیری تابع

)دی 96( . 		 } بررسی کنید و ضابطه و نمودار تابع وارون را به دست آورید.  }x  0 f را روی دامنۀ x x( )  2 4 وارون پذیری تابع

)خرداد 91( . 		 x وارون پذیر است. سپس ضابطۀ وارون آن را بیابید.   2 f روی x x( ) ( )  2 2 ثابت کنید تابع

)شهریور 96( . 		 g را با رسم شکل بررسی کنید.  x
x

( ) 

2
3 وارون پذیری تابع

)خرداد 94( . 		 به کمک رسم نمودار وارون پذیری تابع زیر را بررسی کنید. 

 f x x x
x x

( )   
  





2 1 0
1 0



)خرداد 89( . 		 f را تعیین کنید.   f را رسم کرده و به کمک آن وارون پذیری تابع را بررسی کنید. در صورت وارون پذیری، نمودار و ضابطۀ وارون نمودار تابع

 f x
x x

x x
( ) 

 

 







2

3
1 0

1 0




بخش

پاسخنامه

2
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فصل

تابع1

نقاط  کافی است عرض   g x f x( ) ( )  برای رسم درست است.      
f را نسبت به محور xها )طول ها(  کنیم. بنابراین نمودار f را قرینه  نمودار

قرینه می کنیم.
 

    درست است. چون xها قرینه می شوند.
 

f را 1 واحد به چپ و  ، نمودار g     نادرست است. برای رسم نمودار
2 واحد به پایین انتقال می دهیم. 

 
نقطۀ نتیجه  در  و  شود  برابر  دو  عرض ها  باید  زیرا  است.  نادرست      

) متناظر است. , )1 8 ) با نقطۀ , )1 4
 

] باشند،  , ] 1 3 2x باید در بازه f یعنی     درست است. زیرا ورودی
کدام بازه قرار می گیرند: حالا ببینیم با این شرایط xها در 

           1 2 3 1
2

3
2

1
2

3
2

2x x Dg [ , ]  
 

انقباض  از   y f kx ( ) نمودار باشد،   k  1 گر ا است،  نادرست      

ها به دست می آید.  x 1 در راستای محور
k

f با ضریب نمودار
 

 y x x    2 2( ) f داریم:      با رسم نمودار تابع

 
راست  به  واحد   2

انتقال می دهیم.  

] است.  , )0  بنابراین برد تابع برابر با
 

نمودار است  کافی   y f ax ( ) رسم برای   ،0 1 a گر ا     

کنیم.  ها منبسط  x 1 در راستای محور 1
a
 y را با ضریب f x ( )

 
 g x f x( ) ( )  2 1 گیرد:  f قرار  ) در دامنۀ تابع )2x     باید

D x xg :         2 2 1 1 1
2

2 Dg  [ , ]1 1
2  

 
f را در راستای  0، نمودار 1 a y وقتی af x ( )      برای رسم 

ها منقبض می کنیم. y محور 
 

1 در 
k

f با ضریب f از انقباض نمودار kx( ) ، نمودار k  1      وقتی
راستای افقی به دست می آید. 

 
] است، زیرا:  , ]0 1      دامنه برابر با 

               2 3 1 1 3 3 0 1 01 3x x x( )  
 

f نسبت  y قرینۀ نمودار f x  ( ) ها قرینه شده، پس نمودار y      
ها است.  x به محور

) در چه  )2 1x  است، باید ببینیم [ , ]4 2 x در بازۀ        روش اول   
بازه ای قرار دارد. 

              4 2 8 2 4 7 2 1 52 1x x x  
  Df [ , ]7 5  

کمک می گیریم:  از تغییر متغیر    روش دوم   

2 1 2 1 1
2x t x t x t         

y f x y f t
t t t

   

              







( ) ( )

x

2 1

4 2 4 1
2 2 8 1 4 1 7 5

 

  Df [ , ]7 5  
 

 [ , ] 1 2 y را در بازۀ  x 2      ابتدا نمودار
رسم می کنیم:

 

را   f نمودار  ، y f x ( ) نمودار رسم  برای  آ( 
ها قرینه می کنیم: y نسبت به محور

 

f را  ، نمودار y f x  ( ) ب( برای رسم نمودار
ها قرینه می کنیم: x نسبت به محور

 

f را  ، نمودار y f x  ( ) پ( برای رسم نمودار
ها قرینه می کنیم: y ها و x نسبت به محور

 

 f نمودار  ، y f x 2 ( ) نمودار رسم  برای  ت( 
را با ضریب 2 در راستای قائم منبسط می کنیم:

 



119

|  پاسخ های تشریحی  |

 ، y f x ( )      آ( برای رسم نمودار
f را نسبت  ها قرینه شده، نمودار x چون

ها قرینه می کنیم: y به محور

 
ها  x f را نسبت به محور ، ابتدا نمودار y f x 2 ( ) ب( برای رسم نمودار
ها منبسط می کنیم: y قرینه می کنیم، سپس با ضریب 2 در راستای محور

 
انبساط عمودی 

با ضریب 2
 

 

y به دست  f x  ( ) ها قرینه کرده تا نمودار x f را نسبت به محور پ( نمودار
 y f x  ( )1 نمودار تا  می دهیم  انتقال  راست  به  واحد   1 سپس  و  آید 

به دست آید و در نهایت 1 واحد به بالا انتقال می دهیم:

1 واحد به راست 

انتقال می دهیم.
   

1 واحد به بالا

انتقال می دهیم. 
 

 y f x f x   ( ) ( ( ))2 4 2 2 ت( 

نمودار  تا  می کنیم  منقبض   12 ضریب با  افقی  راستای  در  را   f نمودار
y به دست آید، سپس 2 واحد به راست انتقال می دهیم: f x ( )2

   
 

راست  به  واحد   2

انتقال می دهیم.   

 y f x ( ) ها قرینه می کنیم تا نمودار y f را نسبت به محور ث( نمودار
به دست آید، سپس 2 واحد به راست انتقال می دهیم.

 y f x f x     ( ) ( ( ))2 2  

 

 
راست  به  واحد   2

انتقال می دهیم.
 

 f نمودار  ، y f x 1
2 ( ) نمودار رسم  برای  ث( 

12 در راستای قائم منقبض می کنیم: را با ضریب

 
را   f نمودار  ، y f ( x)2 نمودار رسم  برای  ج( 

12 در راستای افقی منقبض می کنیم: با ضریب

 
راستای  در   2 ضریب  با  را   f نمودار  ، y f x 2 2( ) نمودار رسم  برای  چ( 
در  و  قرینه  ها  x محور به  نسبت  را  نمودار  سپس  می کنیم،  منبسط  افقی 

نهایت با ضریب 2 در راستای قائم منبسط می کنیم:

 
نسبت  قرینه 

به محور xها
   

انبساط عمودی 

با ضریب 2
     

ها  y را نسبت به محور  f ، نمودار y f x 1
2 2( ) ح( برای رسم نمودار

12 در راستای افقی منقبض می کنیم و در نهایت  قرینه می  کنیم و با ضریب

12 در راستای قائم منقبض می کنیم: با ضریب

 

انقباض افقی با 
1
2 ضریب 

 
 

انقباض قائم با 
1
2 ضریب 
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 Â£ÎH ÆIL£ºH

KÄoò IM
1
2

  

 
 ¾M SLvº ¾¹Äo¤

IÀ n¼d¶x
      

 ¾¹¶Hj

joM

[ , ]
[ , ]

1 2
2 1  

 

Df. پس   [ , ]2 1      آ( همان طور که از روی نمودار مشخص است،
گیرد:  f در این بازه قرار  باید ورودی

            2 2 1 4 2 4 22x x Dg [ , ]  

ها قرینه  y f را نسبت به محور ، نمودار h x f x( ) ( )  1ب( برای رسم
می کنیم، سپس 1 واحد به بالا انتقال می دهیم: 

   
1 واحد به بالا

  انتقال می دهیم.

 

حرکت  برعکس   y f x   2 2 1( ) روی از   f به رسیدن  برای       
می کنیم. یعنی مراحل زیر را طی می کنیم: 

1 واحد به پایین
y f x y f x        2 2 1 2 2( ) ( )

 
1
2

انقباض افقی با ضریب  1
2

انقباض عمودی با ضریب 

x x y f x      2 2 ( )
 

قرینه نسبت به محور xها
y f x y f x      ( ) ( )  

قرینه نسبت به محور yها
  y f x( )  

y f x   2 2 1( )

 
1 واحد به پایین
   

y f x  2 2( )

 

 

 
Â£ÎH ÆIL£ºH

1

x

y

-1

2

-1

2

y f x  2 ( )  

 y f x  ( ) نمودار تا  می کنیم  قرینه  xها  محور  به  نسبت  را   f نمودار ج( 

13 در راستای قائم )عمودی( منقبض می کنیم تا  به دست آید، سپس با ضریب

y به دست آید و در نهایت 1 واحد به بالا انتقال می دهیم: f x  13 ( ) نمودار

در راستای   1
3 با ضریب 

قائم منقبض می کنیم.
   

1 واحد به بالا

انتقال می دهیم.
 

  

y به صورت مقابل است: x      نمودار

 
، داریم: y x با توجه به نمودار

یافته  انتقال  پایین  به  واحد  یک  و  چپ  به  واحد  یک   ، y x نمودار آ( 
 y x  1 1 است:  
قرینه شده و سپس دو واحد  ها  x به محور ، نسبت  y x ب( نمودار
 y x  2 به بالا انتقال یافته است:  
ها قرینه شده و سپس یک واحد  y ، نسبت به محور y x پ( نمودار
 y x  1 به پایین انتقال یافته است:  

، در راستای قائم با ضریب 2 منبسط شده است: y x ت( نمودار
 y x 2  
سپس  و  شده  قرینه  ها  y و ها  x محور به  نسبت   ،  y x نمودار  ث( 

یک واحد به چپ انتقال یافته است: 

y x y x y x             ( )1 1
1 واحد به چپ

  انتقال می دهیم.
در   2 ضریب  با  و  شده  قرینه  ها  y محور به  نسبت   ، y x نمودار  ج( 

راستای افقی منبسط شده است:

 y x y x      12
انبساط افقی با 

ضریب 2
 

 

در  و  کنیم  منقبض  افقی  راستای  در   12 ضریب با  را   f نمودار گر  ا      
g به دست می آید: کنیم، نمودار نهایت نسبت به محور xها قرینه 

 

انقباض افقی با 

1
2

ضریب 
y f x h x f x   ( ) ( ) ( )2

 

    g x f x( ) ( )2
قرینه نسبت

  به محور xها
) می کنیم:  , )3 1 کار را با نقطۀ حالا همین 

قرینه نسبت

به محور xها
f h g( ) ( ) ( )          3 1 3

2 1 3
2 انقباض افقی1

 

) تبدیل می گردد.  , ) 3
2 1 بنابراین این نقطه به نقطۀ
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y f x g x f x     ( ) ( ) ( )
SwHn ¾M keH» 1

¯IM ¾M keH» 
2

1 2       

f اعمال می کنیم:  همین تبدیل ها را روی نمودار
y

x

1

-1 2

f x( )
  

SwHn ¾M keH» 1

¯IM ¾M keH» 
2

 

g x f x( ) ( )  1 2

y

x

1

31

2

 

 Dg [ , ]0 3  
 

چپ  به  واحد   1 را   f نمودار ابتدا   g x f x( ) ( ) 2 1 رسم برای       

در  یعنی  می کنیم  برابر  دو  را  ها  y سپس آید،  به دست   f x( )1 تا می بریم 

راستای عمودی با ضریب 2 منبسط می کنیم: 

y f x ( )

  
Oa ¾M keH» 1  x

y

1

-1

-2

1

-3

y f x ( )1

 

 
انبساط عمودی 

با ضریب 2
    

g x f x( ) ( ) 2 1

x

y

1

-2

-2

2

-3   
 

 







D

R
g

g

[ , ]

[ , ]

3 1
2 2  

 

 
f را 1 واحد به راست  g ابتدا نمودار x f x( ) ( ) 2 1      برای رسم

ها را دو برابر می کنیم یعنی در راستای عمودی با ضریب 2  y می بریم سپس

منبسط می کنیم. 

y f x ( )

  
SwHn ¾M keH» 1    

y f x ( )1

 

 
انبساط عمودی 

با ضریب 2   

g x f x( ) ( ) 2 1

    


 

 







D

R
g

g

[ , ]

[ , ]

1 2
2 4  

 

 
Áj¼µø ÆIL£ºH

 x

y

2

-1

2

1

2

-1

2

y f x  ( )

 
قرینه نسبت به

محور xها
  x

y

2

1

2

-1

2
-1

2

y f x ( )

  

 

 ¾M SLvº ¾¹Äo¤

IÀ n¼d¶y
  x

y

1

2-1

2

1

2

-2

y f x ( )

 
 

f داریم:  با توجه به نمودار به دست آمده برای

Df: دامنه  ( , ] ,2 1
2 Rf :برد  [ , ]1

2
1
2  

 

f را در راستای افقی با ضریب 2  ، نمودار y f x 3 1
2 2( )      برای رسم

ها دو برابر شده(، سپس در راستای قائم با ضریب 3 منبسط  x منبسط می کنیم )
می کنیم و نسبت به محور xها قرینه می کنیم و در نهایت 2 واحد به بالا انتقال 

می دهیم:

 

 
انبساط عمودی

قرینه نسبت به محور xها

  
 

 




¾¹¶Hj

joM

[ , ]
[ , ]

4 8
1 8

2 واحد به بالا
 

 
f آمده است:      ابتدا ببینیم چه بلایی سر نمودار

y f x y f x y
y

      ( ) ( )
Oa ¾M keH» 3 

 IÀ n¼d¶

¾M SLvº ¾¹Äo¤

3   f x( )3  
f اعمال می کنیم. حالا همین تبدیل ها را روی نمودار

y

x

3

5

-2

3

y f x ( )

   
Oa ¾M keH» 3 

  

y

x

3

-2

2

-3

y f x ( )3

¾MSLvº¾¹Äo¤

IÀ n¼d¶y
 

g x f x( ) ( )  3

  
  Dg [ , ]2 3
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f نمودار x x( ) | | 1      برای رسم
انتقال  راست  به  واحد  یک  را   y x | |
] محدود می کنیم: , ]0 2 می دهیم و دامنه را به

 
است  کافی   y f x ( ) رسم1 برای  حال 

f را 1 واحد به بالا انتقال دهیم.  نمودار

    برد [ , ]1 2   
 

f نمودار  x x( ) | |  3      برای رسم
y را 3 واحد به راست انتقال می دهیم  x | |

] محدود می کنیم:  , ]2 4 و دامنه را به
 

هــا  y f را نســبت بــه محور y نمــودار f x ( )  و در نهایــت بــرای رســم
قرینه می کنیم:

 
نمودار را نسبت به محور yها 

قرینه می کنیم.
  

 
کنیم  قرینه  ها  x محور به  نسبت  را   y x نمودار است  کافی       
عمودی  راستای  در   2 ضریب  با  سپس  آید.  به دست   y x  نمودار تا 

منبسط می کنیم و در نهایت 1 واحد به پایین انتقال می دهیم:

     
انبساط عمودی 

با ضریب 2
     

1 واحد به پایین 

انتقال می دهیم.   

 
ها را 3 برابر می کنیم )انبساط  y y ابتدا x 2      با استفاده از نمودار

عمودی( و در نهایت 1 واحد به بالا انتقال می دهیم:

  
 
در راستای y با ضریب 

منبسط می کنیم. k3    

1 واحد به بالا 

انتقال می دهیم.
     

راست  به  واحد   1 را  نمودار  ابتدا   g x f x( ) ( ) 2 1 رسم برای       

12 برابر می کنیم. یعنی انقباض  ها را x f به دست آید سپس x( )1  می بریم تا

. 12 افقی با ضریب

y f x ( )

 
SwHn ¾M keH» 1

y f x ( )1

 

 

انقباض افقی با 

1
2

ضریب 
 

g x f x( ) ( ) 2 1

    




 







D

R
g

g

[ , ]

[ , ]

0 2
1 1  

 
آید  f به دست  x( )1 تا را 1 واحد به چپ می بریم   f ابتدا نمودار      

f به دست آید یعنی انقباض افقی  x( )2 1 12 برابر می کنیم تا ها را x سپس

: 12 با ضریب

y f x ( )

   
Oa ¾M keH» 1

  

y f x ( )1

 

 

انقباض افقی با 

1
2 ضریب 

   

g x f x( ) ( ) 2 1

  
 

 







D

R
g

g

[ , ]

[ , ]

2 1
1 2  

 

می کنیم  برابر   12 را ها  x ابتدا  g x f x( ) ( ) 2 رسم1 برای       
)انقباض افقی( و سپس نمودار را 1 واحد به پایین انتقال می دهیم: 

y f x ( )

 

انقباض افقی با 

1
2 ضریب 

 
 

x

y

2

2

-1

1

1

-2

1

2

y f x ( )2

 

1 واحد به پایین
   x

y

2

-1

1

1

-3

1

2-1

g x f x( ) ( ) 2 1

 
 

 







D

R
g

g

[ , ]

[ , ]

1 2
3 1
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را 2 برابر می کنیم )انبساط افقی(  ها  x ، y x ابتدا در نمودار      

ها را قرینه می کنیم یعنی تقارن نسبت  y y به دست آید، سپس x 2 تا

ها: x به محور

      
 

انبساط افقی با 
1 2k  ضریب    

 
IÀ n¼d¶

¾M SLvº ¾¹Äo¤

x   

را قرینه می کنیم )تقارن نسبت به  ها  x ، y x      اول در نمودار

y به دست آید و در  x 2 12 برابر می کنیم تا ها را x ها( بعد y محور

ها را 2 برابر می کنیم یعنی انبساط عمودی:  y نهایت

   
 1

2  KÄoò

 IM Â£ÎH ÆIL£ºH

   

Áj¼µø óIvLºH

KÄoò IM2
 

  
 

کنیم تا ها قرینه  y y را نسبت به محور x کافی است نمودار      

y و سپس 1 واحد به راست انتقال دهیم:  x  ها منفی شوند یعنی x

 y x y x      1 1( )  

  
 
.´ÃÀjÂ¶ ÏI£TºH

SwHn ¾M keH» 1

  

را یک واحد به بالا انتقال می دهیم:  y x  ( )1 در نهایت

 
.´ÃÀjÂ¶ ÏI£TºH

¯IM ¾M keH» 1

  

ها را منفی می کنیم، سپس y ، ابتدا y x 2      با استفاده از نمودار

پایین  به  واحد   1 نهایت  در  و  عمودی(  )انقباض  می کنیم  برابر   12 را ها  y
انتقال می دهیم:  

 12 انقباض با ضریب 

y در راستای
 

 

1 واحد به پایین 

انتقال می دهیم.
    

تا می دهیم  انتقال  راست  به  واحد   2 را   y x نمودار ابتدا       

 ( )y x   2 ها را قرینه می کنیم y y به دست آید سپس x  2
و در نهایت 2 واحد به بالا انتقال می دهیم:

    
2 واحد به راست 

انتقال می دهیم.
     

 
 

قرینه نسبت

به محور xها    

 
2 واحد به بالا 

انتقال می دهیم.    

 

y به دست  x 1 y را 1 واحد به چپ می بریم تا x      ابتدا
ها را 2 برابر می کنیم:  y ها را قرینه و در نهایت y آید. سپس

  
1 واحد به چپ 

انتقال می دهیم.   

 
 

IÀ n¼d¶

¾M SLvº ¾¹Äo¤

x   

انبساط عمودی 

با ضریب 2
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تـــابـــع1

تبدیل نمودار توابع1 درس

ص 4 و 5 کتاب درسیکاردرکلاس

 [ , ]0 4 دامنه با  را   f x x( )  تابع نمودار  الف(   1
کنید.  مشخص  را  تابع  برد  و  کنید  رسم 

 .Rf  [ , ]0 2 نمودار به  توجه  با 
 g x f x( ) ( ) 3 k و x f x( ) ( )  2 ب( نمودار توابع

کنید. رسم  انتقال  کمک  به  را 

کافی است نمودار تابع   ، k x( ) برای رسم نمودار تابع
نمودار  است  کافی    ، g x( ) نمودار رسم  برای  کنیم.  منتقل  راست  سمت  به  واحد   2 را   f x( )

کنیم. بالا منتقل  به سمت  واحد  را 3   f x( ) تابع
کنید. مقایسه   f تابع برد  و  دامنه  با  و  محاسبه  را   g و  k توابع  برد  و  دامنه  ج( 

g x f x( ) ( ) 3k x f x( ) ( )  2f x x( )   

[ , ]0 4[ , ]2 6[ , ]0 دامنه4

[ , ]3 5[ , ]0 2[ , ]0 برد2

f برابر است ولی دامنۀ آنها متفاوت است. در واقع  x( ) k با برد تابع x f x( ) ( )  2 برد تابع
به دست می آید.  [ , ] [ , ]0 2 4 2 2 6   به صورت  k x( ) تابع دامنۀ 

در  است.  متفاوت  آنها  برد  ولی  است  برابر   f x( ) تابع دامنۀ  با   g x f x( ) ( )  3 تابع دامنۀ 
به دست می آید.  [ , ] [ , ]0 3 2 3 3 5   به صورت  g x( تابع( برد  واقع 

و  y x log2 ، y x 2 توابع نمودار  زیر،  در   2
، y x 2 21 رسم شده اند. نمودار توابع y x cos

کمک  به  را   y x cos( )2 و  y x log ( )2 2
کنید. رسم  انتقال 

 y f xx    2 2 1 21 ( ) f، آنگاه x x( )  2 گر ا
به  واحد   1 ابتدا  را   y x 2 تابع نمودار  باید  بنابراین 
انتقال  بالا  سمت  به  واحد   2 سپس  و  راست  سمت 

دهیم.



4

حسابان 2

y؛  log x   2 2 2( ) g(x ، آنـگــاه( g x x( ) log 2 گــــــر  ا

چـپ  سـمت  بـه  واحـد   2 را   y x log2 نمـودار بایـد  بنابرایـن 

منتقـل کنیـم.

؛ y x h x   cos( ) ( ) 
2 2 ، آنگاه h x x( ) cos گر ا

 2 را  y x cos تابع نمودار  باید  بنابراین 

کنیم. به سمت چپ منتقل  واحد 

ص 7 و 8 کتاب درسیکاردرکلاس

تابع برد  و  دامنه  باشند،   [ , ]c d و  [ , ]a b بازه های ترتیب  به   y f x ( ) تابع برد  و  دامنه  گر  ا  1
کنید.  تعیین   k  0 و  k  0 برای را   y kf x ( )

 k  0 گر ا و   [ , ]kc kd بازۀ باشد،   k  0 گر ا آن  برد  و   [ , ]a b بازۀ  y kf x ( ) تابع دامنۀ 

] است. , ]kd kc بازۀ باشد، 

کنید. رسم   y x 2 تابع نمودار  کمک  به  را  زیر  توابع  نمودار   2
y x  2 الف(

y بنابراین  x f x   2 ( ) f باشد، آنگاه x x( )  2 گر ا

f را قرینه کنیم.  x( ) کافی است فقط عرض نقاط در نمودار

قرینه می شود. xها  به محور  نمودار نسبت   ، کار این  با 

y x 2 12 ب(

 y x g x   2 1 2 12 ( ) آنگاه باشد،   g x x( )  2 گر ا

را 2   g x( تابع( نقاط نمودار  ابتدا فقط عرض  باید  بنابراین 

کنیم و سپس نمودار به دست آمده را  1 واحد به سمت  برابر 

پایین انتقال دهیم.
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پ( نمودار روبه رو از قرینه یابی و انتقال نمودار تابع

تابع  این  ضابطۀ  است.  آمده  دست  به   y x| |

کنید.  مشخص  را 

مراحل  و  رسم شده  نمودارهای  به  توجه  با 

y متوجه می شویم  x| انتقال نمودار تابع|

که:

، ( | |)y x2 2  است شده  منتقل  چپ  سمت  به  واحد   2 ابتدا   y x1 | | تابع  نمودار 

به  واحد   1 نهایت  در  و   ( | |)y x3 2   است شده  قرینه  xها  محور  به  نسبت  سپس 

صورت به  تابع  ضابطۀ  بنابراین   . ( | | )y x4 2 1    است یافته  انتقال  پایین  سمت 

بود. f خواهد  x x( ) | |   2 1
 y f x   ( )1 2 y در زیر رسم شده است. با انجام مراحل زیر، نمودار تابع f x ( 3 نمودار تابع(

کنید. را رسم 

ص 10 کتاب درسیکاردرکلاس

تابع برد  و  دامنه  باشند،   [c,d] و  [ , ]a b بازه های ترتیب  به   y f x ( ) تابع برد  و  دامنه  گر  ا  1
کنید.  تعیین   k  0 و  k  0 برای را   y f kx ( )

 [ , ]a
k

b
k k باشد، بازۀ  0 گر y ا f kx ( ) ] و دامنۀ تابع , ]c d y بازۀ f kx ( ) برد تابع

] است. , ]b
k

a
k بازۀ باشد،   k  0 گر ا و 

 y f x ( )2 و  y f x ( )3 توابع نمودار  باشد،  مقابل  صورت  به   y f x ( ) تابع نمودار  گر  ا  2
کنید. رسم  را 



6

حسابان 2

داشتن  نگه  ثابت  با   ، y f x ( )3 تابع نمودار  رسم  برای 

تقسیم می کنیم. بر عدد 3  را  نقطه  نقاط، طول هر  عرض 

بر  را  نقطه  هر  طول  نقاط،  عرض  داشتن  نگه  ثابت  با   ، y f x ( )2 تابع نمودار  رسم  برای 

) ضرب می کنیم. )2 یا در عدد تقسیم   ( ) 12 عدد

کنید. رسم   y x cos تابع نمودار  کمک  به  را  زیر  توابع  نمودار   3
)الف  y x cos2 1  

)ب  y x 2 3cos( )  
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ص 11 و 12 کتاب درسیتمرین

کنید. y هستند. هر یک از آنها را به نمودارش نظیر  x 1 هر یک از توابع زیر، تبدیل یافته تابع
)الف  y x 2 )ب   y x 2 )پ   y x 2  

)ت  y x 2 )ث   y x  2 2 )ج   y x 2  

( )c( )b( )a

(f )(e)( )d

تابعالفبپتثج

fbcdbaنمودار

است.  شده  رسم  زیر  شکل  در   f تابع نمودار   2
کنید. رسم  را  زیر  توابع  از  یک  هر  نمودار 

 

)الف  y f x ( )  
کنیم. قرینه  yها  به محور  را نسبت   f تابع  نمودار  است  کافی 
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حسابان 2

)ب  y f x 2 1( )  

راست  سمت  به  واحد   1 ابتدا  را   f تابع  نمودار 
به   y f x1 1 ( ) نمودار تا  می کنیم  منتقل 
نگه  ثابت  با  جدید،  نمودار  در  سپس  آید،  دست 
می کنیم  برابر   2 را  آنها  عرض  نقاط،  طول  داشتن 

آید.  به دست   y f x 2 1( ) نمودار تا 
)پ  y f x  ( ) 2  

قرینه  xها  محور  به  نسبت  ابتدا  را   f تابع  نمودار 
و  آید  دست  به   y f x1   ( ) نمودار تا  می کنیم 
سپس نمودار جدید را 2 واحد به سمت بالا قرینه 
y به دست آید. f x  ( ) 2 می کنیم تا نمودار

)ت  y f x ( )2 1  

باید نمودار تابع f را ابتدا 1 واحد به سمت راست 
عرض  داشتن  نگه  ثابت  با  سپس  و  کرده  منتقل 

تقسیم می کنیم.  2 بر  را  آنها  نقاط، طول 

)ث  y f x ( )3  

 y f x  ( )3 صورت به  را  تابع  ضابطۀ  ابتدا 
 3 را   f تابع  نمودار  ابتدا  باید  بنابراین  می نویسیم. 
کنیم و سپس نمودار  واحد به سمت چپ منتقل 
کنیم.  به دست آمده را نسبت به محور yها قرینه 

است.  شده  رسم  زیر  شکل  در   f تابع نمودار   3
 f نمودار با  را  آنها  و  کنید  رسم  را  زیر  توابع  نمودار 

کنید. مقایسه 

)الف  y f ( x)  

است  کافی   y f x ( ) تابع نمودار  رسم  برای 

کنیم. قرینه  yها  به محور  را نسبت   f تابع  نمودار 




