
سلام

اولین باری که اسم »ریاضیات گسسته« را شنیدید به چه فکری افتادید؟! آدم اولش فکر می کند که با ریاضیاتی 

سروکار دارد که از همه چیز، از دنیا و از عقبا، گسسته است،  رفته کناری نشسته و با قضیه ها و مسئله هایش خوش 

است. اما خب، اصلاً این طور نیست. بحث های ریاضیات گسسته نه تنها از دنیا نگسسته، بلکه خیلی هم کاربرد دارد. 

گراف، ترکیبیات، نظریهء اعداد، احتمال و... همه از ابزارهایی هستند که در خیلی رشته های دیگر کاربرد دارند. فکر 

می کنم باور نمی کنید، می گویید معلم ها کم بودند! این نویسنده ها و ناشران هم شروع کرده اند به نصیحت که ریاضی 

خیلی کاربرد دارد و به دردتان می خورد و ... !

اما بگذارید یک کم توضیح بدهم، شاید علاقه مند شدید:

یا  نوع وطنی اش  از  اجتماعی، حالا  از شبکه های  را می خوانید در یکی  این کتاب  فکر می کنم همهء شماهایی که 

خارجی، عضو هستید. از اپَ، اینترنت و... هم خیلی استفاده می کنید. همین موضوع هایی که امسال در درس ریاضیات 

گسسته تان می خوانید، مثلاً نظریهء گراف و ترکیبیات، در طراحی نرم افزار ها و برنامه ریزی این چیزهایی که گفتم خیلی 

کاربرد دارند. اصلاً اگر این نظریه ها نبود، این چیزها این قدر که می بینید پیشرفت نمی کرد. همهء موضوع این است 

که وقتی می گوییم کاربرد منظورمان این نیست که بلافاصله بعد از این که درس را خواندید می توانید در زندگی به 

کارش ببرید. برای استفاده از هر کدام از این ها کلی سعی دیگر هم لازم است. کار خدا را چه دیده اید، شاید هر کدوم 

از شما در آینده ای نزدیک بشوید طراح، سازنده یا برنامه ریز یکی از همین ها. شاید مستقل از هر رشتهء دانشگاهی که 

می خوانید آخرِ سر، کارتان بیفتد به دنیای دیجیتال و اینترنت و... تازه اگر حتی زمینهء کارتان این ها نباشد احتمالاً 

برای بازاریابی، تبلیغات و فروش و... باز هم درگیر همین  چیزها می شوید؛ پس نتیجه می گیریم اتفاقاً این ریاضیات 

گسسته نه تنها گسسته نیست بلکه خیلی هم به ما و زندگی مان پیوسته است.

مؤلف خوبمان،  آقای دیداری،  با دانش ، تجربه و دقتی بی نظیر این کتاب را نوشته تا خیالتان از بابت یادگیری این 

باز هم،  اما  بابت خوب بودن کتاب خیالم راحت است  از  را می نویسم  این مقدمه  الان که دارم  باشد.  درس راحت 

چون نظر شما که از این کتاب استفاده می کنید، برایمان بسیار مهم است و اول و آخر کیفیت کتاب به نظر شما 

برمی گردد، لطفاً برایمان بنویسید که چه طور بود؟ چه چیزهایی کم دارد؟ چه چیزهایی زیاد دارد و چگونه می تواند 

بهتر شود؟ منتظریم.

خوش باشید  



به نام او

چون حسابی درگیر کار بودم وقت نمی کردم برم دانشگاه! هر از گاهی سری می زدم تا ببینم چه خبر است. درس 
نظریهء اعداد داشتم. آخرهای ترم بود. رفتم دانشگاه و ته کلاس نشستم. استاد وسط درس دادن یک دفعه گفت: 
»اون ته کلاس، سینما نیستش ها« راستش را بخواهید خیلی بهم برخورد.20 دقیقه گذشت. استاد گفت: کی 
نمی داد( کسی  و خیلی درس  بود  بیشتر سمیناری  )سیستمش  بدهد؟  که سمینار  است  خوانده  را  قضیه  فلان 
دست بالا نبرد. از شانس، من این قضیه را حدود شش ماه پیش برای کلاسی خوانده بودم ولی خب اثباتش زیاد 
یادم نبود. آن حرف استاد هم هنوز توی گوشم بود. گفتم: خدایا برم نرم؟ از یک طرف اثباتش بود و از یک طرف 
قصهء حال گیری! خلاصه دل را به دریا زدم و دست بالا کردم. کمی تعجب کرد. بالأخره اولین جلسهء حضور من 
بود. رفتم آن جلو نفس عمیقی کشیدم ولی هر کاری کردم دیدم نه خیر! چیزی یادم نمی آید؛ )حالا استرس و 
...( پیش خودم گفتم از این ستون به آن ستون فرج است فعلاً صورت قضیه را پای تخته بنویسم شاید چیزی 
ذهنم  به  چیزی  دفعه  یک  نمی آید!  یادم  چیزی  و  است  قضیه جدی  این که  مثل  نه  دیدم  و  نوشتم  آمد.  یادم 
رسید. کتاب را بستم و گفتم: »خب ایده برای اثبات بدهید! اثبات که در کتاب هست. من برای شما رونویسی 
کنم فایده ای ندارد! دانشجوها شروع به اعتراض کردند ولی استاد از این حرف من خوشش آمد و گفت: »خب 
راست می گوید اگر پای تخته تندتند بنویسد که فایده ای ندارد. خلاصه این ها یک چیزی می گفتند و من هم 
کمی بحث می کردم و زیر زیرکی هم کتاب را نگاه می کردم. بالأخره هر جوری بود اثبات را تمام کردم. )البته به 
دلم نچسبید. جلسه بعد یه موضوع دیگه رو خیلی معلمی و به همون صورت بحث دوطرفه با دانشجوها سمینار 
دادم. استاد هم خیلی حال کرد و وسطش شروع کرد تعریف و تمجید و پایان ترم هم بدون این که ورقه ام رو 

تصحیح کنه تنها 20 لیسانسمو داد(.
غرضم از نقل این خاطره، آن جملهء قصاری بود که گفتم! اکثراً می پرسید: آقا چه جوری باید سؤال های ریاضی 
را  نباید جواب  این جا  تکلیف چیست؟  نشد  اگر  ولی  است  درست  کارتان  که  اگر سوال حل شد  کنیم؟  را حل 
سریع از روی پاسخ نامه ببینید! خودتان را دست کم نگیرید. به ذهنتان مهلت بدهید. سعی کنید ارتباطی بین 
چیزهایی که می دانید و چیزهایی که باید به دست آورید برقرار کنید. مثال های حل شدهء جزوهء معلم یا درس نامهء 
کتاب ها را ببینید و راه حل را تا جایی که می توانید جلو بروید. اگر هنوز به جواب نرسیدید حالا اشکالی ندارد، 
پاسخ را ببینید. اگر همهء این مراحل را طی کرده باشید یک »آهان اشکالم این جا بوده« به خود خواهید گفت. 
این جا است که من به شما تبریک می گویم چون یادگیری شما کامل شده است. در مورد اهمیت نهایی و معدل 
فکر می کنم همهء شما این قدر شنیده اید که بهتر است حرفی نزم پس بهتر است چند کلمه در مورد این کتاب 

بگویم. این کتاب از بخش های زیر تشکیل شده است:
درس نامه: سعی کردم خیلی روان و ساده )البته کامل( درس را آموزش دهم. مطالب اضافه که به درد نهایی 

به  بیان شده است پس  دارید  نهایی لازم   20 برای کسب  اما هر چیزی که  نمی بینید  این کتاب  نمی خورد در 
نظرم یک بار هم شده درس نامه را به دقت مطالعه کنید. چینش درس ها کاملاً مثل کتاب درسی است البته در 
برخی موارد برای این که درس طولانی نشود و حوصله تان سر نرود درس ممکن است به چند بخش تقسیم شده 
باشد و سؤال های هر قسمت آورده شده باشد. همهء کادرهای صورتی رنگ کتاب درسی که به صورت جای خالی 

هم در امتحان می آید در کتاب پوشش داده شده است.
جدول های خلاصه: در پایان هر موضوع کل درس را در یک جدول خلاصه کرده ام. شب های امتحان از این ها 

نشوید. غافل 



تا می توانید مطالب را تیپ بندی شده و منظم  در امتحان نهایی چه خبر: بچه ها حجم درس ها زیاد است پس 

همراه  به  امتحانی  مهم  تیپ های  و  بدهم  انجام  شما  برای  را  کار  این  کرده ام  سعی  من  بسپارید.  خاطر  به 

نمونه سؤال های آن را در هر قسمت بیان کنم.

نهایی  سؤال های  و  ملاس!  و  کلاس  در  کار  و  درسی  کتاب  تمرین های  و  مثال ها  همهء  امتحانی:  سؤال های 

سال های قبل و سال های بعد! را در این قسمت به صورت کاملاً دسته بندی شده برای شما آورده ام. اگر کتاب 

را از اول سال تهیه کرده اید که خورد خورد همه را حل کنید و جلو بیایید اما اگر نزدیک نهایی هستید بیشتر 

روی سؤال های مشابه کتاب درسی و نهایی ها تمرکز کنید. سؤال هایی که کنار آن ها علامت موشک است مقداری 

بالاتر از کتاب درسی بوده و برخی از آن ها نیز تست کنکور بوده اند. چون ممکن است در آینده، تست هم در 

درد  )به  کنید.  توجه  این ها  به  است  بگیرد خوب  تستی  را  اول  ترم  آزمون  شما  معلم  یا  بیاید  نهایی  سؤال های 

کنکورتون هم می خوره!( 

آزمون های انتهایی هر فصل: بعد از تمام شدن هر فصل خوب است خودتان را با یک آزمون نسبتاً دشوار محک بزنید. 

اگر در حل سؤال ها اشکالات زیادی داشتید بدانید که باید دوباره به درس نامه و سؤال های امتحانی مراجعه کنید.

پاسخ های تشریحی: بعد از حل سؤال ها )با آن متدی که گفتم البته( حتماً پاسخ ها را تحلیل کنید حتی شما 

دوست عزیز که سؤال را درست حل کرده اید!

آزمون های پایانی کتاب: در انتهای کتاب دو آزمون ترم اول داریم و چهارتا هم نهایی. این ها دیگر از نون شب 

واجب تر است. به خصوص برای امتحان نهایی حتماً کلید نهایی را ببینید و دقت کنید که بارم به چه قسمت هایی 

اختصاص پیدا کرده است.

در پایان تشکر می کنم از همهء مسئولین و برو بچه های خیلی سبزی. از آقای هاشمی و خانم جالینوس که زحمت 

زیادی برای این کتاب کشیدند و از آقایان علیرضا کاظمی بقا، ماهان فنی فر، نیما فیض آقایی، امیرحسین ابومحبوب و 

ابولفضل ناصری و از شاگردان خوبم آرمیتا شیرخانی و ریحانه سجادی و فاطمه فتاحیان که با صبر و حوصله کتاب 

را خواندند و اشکالات آن را درآوردند. بخوانید و حالش را ببرید و 20 بگیرید و علاقمند گسسته شوید و به رشتهء 

کامپیوتر! بروید و ... .

دوست دار شما دیداری 
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فصل۱فصل۱  : آشنایی با نظریۀ اعداد
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استدلال ریاضی بخش ۱:

گزاره: به هر جملۀ خبری كه درست يا نادرست باشد، گزاره می گوييم. درستی گزاره های نادرست را با مثال نقض رد می كنيم و گزاره های درست را هم 
با چهار روش، اثبات می كنيم.

گزاره

نادرست  مثال نقض

درست

اثبات مستقيم
اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها

اثبات غيرمستقيم
اثبات بازگشتی

مثال نقض

مثال نقض: مثالی كه نشان می دهد نتيجه گيری يا حدس كلی نادرست است.

چون دهيم،  قرار   n = 5 است كافی  است،  نادرست  است.»  اول   ،  n طبيعی  عدد  هر  ازای  به   2 3
n + «عدد گزارۀ  دهيم  نشان  اين كه  برای  مثلاً 

2 می شود كه اول نيست.  3 35
5 + =

 برای ارائۀ مثال نقضِ گزاره های شرطی، بايد مثالی ارائه کنيم که در فرض، درست دربيايد ولی حکم را نقض کند.

(نهايی خرداد ۹۹)  ارزش گزارۀ «جمع هر دو عدد گنگ، گنگ است.» را تعيين كنيد. 

و 2  اگر بخواهيم نشان دهيم كه گزاره نادرست است بايد دو عدد گنگ پيدا كنيم (توجه كن به نكته) كه جمع آن ها گنگ نباشد؛ مثلاً
2 می شود كه گويا است. 2 0+ - =( ) - هر دو گنگ هستند، ولی 2

2 اول است.» نادرست است. 1
2
n
++  نشان دهيد گزارۀ «برای هر عدد طبيعی n ، عدد

2 به  ترتيب برابر ۵، ۱۷، ۲۵۷ و  1
2
n
+ n حاصل =1 2 3 4, , , 2 اول نباشد. به  ازای 1

2
n
+  بايد يک عدد n پيدا كنيم به  طوری كه به  ازای آن

 2 1 2 1 257
2 8
3

+ = + = n باشد = 3 ۶۵۵۳۷ می شود كه همگی اول هستند، دقت كنيد كه وقتی پرانتز نداريم بايد از توان بالا شروع كنيم مثلاً اگر
n است. = 5 2 بر ۶۴۱ بخش پذير است، يعنی اول نيست. يادتان باشد، مثال نقض اين گزاره 1

2
5

+ n حاصل = 5 می شود. اويلر نشان داد كه به  ازای

اثبات مستقیم

با مثال آوردن نمی توانيم چيزی را اثبات كنيم. كتاب چهار روش برای اثبات درستی يک گزاره ارائه كرده است كه اولين آن ها اثبات مستقيم است. 

اثبات مستقيم: روش اثباتی است كه در آن به صورت مستقيم از درستی فرض به درستی حكم می رسيم.

مثلاً برای اين كه ثابت كنيم جمع عدد زوج با عدد فرد، فرد است؛ داريم:
 ( , )k k¢Î 2 می گيريم.  1¢ +k 2k و عدد فرد را ابتدا عدد زوج را

2 2 1 2 1 2 1k k k k
q

+ ¢ + = + ¢ + = +( ) q


حالا: 

2 درآمد، يعنی فرد است. حالا ديگر مطمئن هستيم كه جمع عدد فرد با عدد زوج، همواره فرد می شود.  1q + جمع دو عدد به  صورت
) می گيريم و هر دو را k نمی گيريم. ¢k k¢ يكسان نيست، آن ها را متفاوت (يعنی k و  دقت داريد كه چون k لزوماً با

 برای اين که از اثبات مستقيم استفاده کنيم بايد شکل اعداد را به درستی در نظر بگيريم:

2kعدد زوج
2عدد فرد 1k +

2kدو عدد زوج 2 و  ′k
2 دو عدد فرد 1k + 2 و 1′ +k

n و nدو عدد متوالی +1
2n دو عدد زوج متوالی 2 و 2n +
2 دو عدد فرد متوالی 1n + 2 و 3n +

عدد گویا
a
b
a b b( , , )Î ¹ 0
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 ثابت كنيد جمع پنج عدد طبيعی متوالی بر ۵ بخش پذير است.

n و ... پس داريم: + . بعدی2 n  اولين عدد طبيعی را n می گيريم. بعدی می شود1+
n n n n n n q

q
+ + + + + + + + = + = + =(n ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 10 5 2 5



 

جمع اين ۵ تا عدد به  صورت5q درآمد (۵ ضرب در يه عدد صحيح) پس مضرب ۵ است.

 نشان دهيد تفاضل مربعات دو عدد فرد متوالی، همواره بر ۸ بخش پذير است.

2 می گيريم. چون گفته فرد متوالی، عدد فرد بعدی (دو تا بيشتره) به  صورت 1k +  تفاضل مربعات يعنی تفاضل دو تا مربع! عدد فرد اول را

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 1 4 12 9 4 4 1 8 8 8 1 8
2 2 2 2k k k k k k k k q

q
+ - + = + + - + + = + = + =



2 می شود. حالا داريم:  3k +

 الف) ثابت كنيد اگر به ۴ برابر ضرب دو عدد طبيعی متوالی، يک واحد اضافه كنيم، حاصل به صورت مربع كامل درمی آيد.
4 مربع كامل باشد، k حاصل ضرب دو عدد متوالی است. 1k ++ ب) ثابت كنيد اگر

4 به صورت توان دوم يک عدد طبيعی است: 1 1n n( )+ + n می شود. حالا بايد ثابت كنيم n( )+1   ضرب دو عدد طبيعی متوالی به  صورت
4 1 1 4 4 1 2 1

2 2n n n n n( ) ( )+ + = + + = +  
4 مربع كامل است.». 1k + پس فهميديم «اگر k، حاصل ضرب دو عدد طبيعی متوالی باشد، آن گاه

4 1
1

4

1

2

1

2

2
2

k a k a a a+ = ⇒ = − = − × + a2 می گيريم:  4 مربع كامل است، پس آن را 1k +  فرض اين است كه

a و +1
2

a زوج بوده است. كسرها عددی صحيح هستند، هم چنين a و1+ a2 نيز عددی فرد و a هم فرد است پس1− 4 فرد است پس 1k +

a دو عدد متوالی هستند؛ چون اختلاف آن ها يک واحد است. −1
2

اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها در روش اثبات مستقيم معمولاً گفته n فرد باشد چنين می شود يا n زوج باشد چنان می شود اما فرض كنيد 

n عددی فرد است». بالأخره اين n از دو حالت، خارج نيست (به اسم روش دقت  n2
3 7- + می خواهيم ثابت كنيم «برای هر عدد طبيعی n ، حاصل

2 برسيم: 1q + کن!) يا فرد است يا زوج. اين دو حالت را جداگانه برويم جلو تا در هر كدام به 
 Z»p n n k n n k k k k k k

q

Þ = Þ - + = - + = - + + = - +2 3 7 2 3 2 7 4 6 6 1 2 2 3 3
2 2 2 2( ) ( ) ( )� ���� ��� + = +1 2 1q  

 joÎ n n k n n k k k k k k kÞ = + Þ - + = + - + + = + + - + = -2 1 3 7 2 1 3 2 1 7 4 4 1 6 4 4 2
2 2 2 2( ) ( ) ++ +4 1  

= - + + = +2 2 2 1 2 1
2( )k k q
q

� �� ��  

روش اثبات در نظر گرفتن همۀ حالت ها: مسئله را به چند حالت كه در ضمن همۀ حالت ها را پوشش دهد تقسيم می كنيم و در هر كدام، ثابت 
می كنيم كه حكم نتيجه می شود.

n را با r نمايش می دهيم. می خواهيم ثابت كنيم اگر  n2
3 7- + هم ارزی روش همۀ حالت ها: در مثال بالا، زوج بودن n را با p و فردبودن را با q و فرد بودن

( ) ( )p r q rÞ Ù Þ . به جای آن، ثابت كرديم هم از p به r می رسيم و هم از q به r؛ يعنی: p q rÚ Þ p يا q برقرار باشد به r می رسيم يعنی:
p q rÚ Þ º Þ Ù Þ(p r) (q r) در اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها از هم ارزی مقابل استفاده می كنيم: 

p تقسيم کرده و از هم ارزی  p pn , , ,

2 1
 شبيه بالا و در حالت کلی برای اين که حکم q را ثابت کنيم، می توانيم فرض را به n گزارۀ

( ) ( ) ( ) ( )p p p q p q p q p qn n1 2 1 2
Ú Ú Ú Þ º Þ Ù Þ Ù Ù Þ  مقابل استفاده کنيم: 

 ثابت كنيد: الف) ضرب دو عدد طبيعی متوالی همواره زوج است. ب) نشان دهيد مربع هر عدد فرد در تقسيم بر ۸ باقی مانده ای برابر ۱ دارد. 
(نهايی خرداد ۹۹ و دی ۱۴۰۰)  

 Z»p n n k n n k k q
q

Þ = Þ + = + =2 1 2 2 1 2( ) ( )��� �� n هميشه زوج است. دو حالت می گيريم:  n( )+1   بايد ثابت كنيم

 joÎ n n k n n k k k k
k

q

Þ = + Þ + = + + = + + =
+

2 1 1 2 1 2 2 2 2 1 1

2 1

( ) ( )( ) ( )( )
( )�

� �� �� 22q  

n زوج می شود.  n( )+1 2q، پس n چه زوج باشد چه فرد، در هر دو حالت شد
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2 می گيريم:  1k +  عدد فرد را
( ) ( ) ( q) q2 1 4 4 1 4 1 1 4 2 1 8 1

2 2k k k k k+ = + + = + + = + = +��� ��
 .SwH  Z»p Â²H¼TT¶ jkø »j  Joò  (þ²H) ¢Lö

8 درمی آيد:  1q + گفته ثابت كنيد مربع اين عدد به  صورت

 بچه ها گزارۀ (ب) را حفظ باشيد. البته در درس بعدی آن را يک جور ديگر هم ثابت می كنيم.

.n A∈∈ n زوج باشد، آن گاه n2 2
1

4

( )++ nو عدد S∈∈ ،A == { , , }3 4 7 ،S == { , , , , , }2 3 4 5 6 7  نشان دهيد اگر

n زوج می شود: n2 2
1

4

( )+  كل اعدادی كه n می تواند باشد از ۲ تا ۷ است؛ پس بياييم اين ها را امتحان كنيم تا ببينيم چه موقع

 n = ⇒ × =5
25 36

4
225  n = ⇒ × =2

4 9

4
9 

 n = ⇒ × = ×6
36 49

4
9 49  n = ⇒ × =3

9 16

4
36 

 n = ⇒ × = ×7
49 64

4
16 49  n = ⇒ × =4

16 25

4
100 

. n A∈ n باشد، عبارت داده شده زوج می شود؛ يعنی = 3 4 7, , پس می بينيد اگر

n می تواند باشد. (دقت کنيد اعداد ۳ و ۷ به  k= +4 3 n يا k= 4 n زوج باشد، n به يکی از دو صورت n2 2
1

4

( )+  اگر عبارت

4k است.) 4 و عدد ۴ به صورت 3k + صورت

 ثابت كنيد حاصل ضرب ۳ عدد طبيعی متوالی همواره بر ۳ بخش پذير است.

 n اين جا زوج و فرد در نظر گرفتن . n n n q( )( )+ + =1 2 3 n بگيريم. بايد ثابت كنيم + 2 n و +1 ،n سه عدد طبيعی متوالی را می توانيم 
به درد نمی خورد اما اگر n را بر ۳ تقسيم كنيم، باقی مانده ای برابر ۰، ۱ يا ۲ می تواند داشته باشد، پس سه حالت در نظر می گيريم:

n n n k k k q
q

( )( ) ( )( )+ + = + + =1 2 3 3 1 3 2 3� ��� ��� n باشد. در اين حالت:  k= 3

n n k k k k k k
k q

( )(n ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )

+ + = + + + = + + +
+

1 2 3 1 3 2 3 3 3 3 1 3 2 1

3 1

� � ����� ���� = 3q n باشد. اين جا هم:  k= +3 1

n n n k k k k k k
k q

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )

+ + = + + + = + + +
+

1 2 3 2 3 3 3 4 3 3 2 1 3 4

3 1

� � ����� ���� = 3q n باشد. اين جا هم:  k= +3 2

پس ضرب سه عدد متوالی، هميشه مضرب ۳ است. در مثال قبلی ثابت كرديم مضرب ۲ هم است، پس ضرب ۳ عدد متوالی، همواره بر ۶ بخش پذير است.

n هميشه  n3 - ) يعنی )( )( )n n n n n- + = -1 1
3 n نمايش بدهيم، داريم: n n- +1 1, ,  اگر سه عدد طبيعی متوالی را به  صورت

بر ۶ بخش پذير است. 

xy x y( )2 2-- y عبارت x» a . سپس نتيجه بگيريد به  ازای هر دو عدد صحيح q2
3 1== ++  ثابت كنيد اگر a بر ۳ بخش پذير نباشد، آن گاه

همواره بر ۳ بخش پذير است.

 با روش در نظر گرفتن همۀ حالت ها برويم. در مثال قبلی گفتيم a در تقسيم بر ۳ سه حالت می تواند داشته باشد، ولی چون گفته a مضرب ۳ نيست، پس 
فقط دو حالت می ماند:

a k k k k k q
q

2 2 2 2
3 1 9 6 1 3 3 2 1 3 1= + = + + = + + = +( ) ( )� �� �� a باشد:  k= +3 1

a k k k k k q
q

2 2 2

3 1

2
3 2 9 12 4 3 3 4 1 1 3 1= + = + + = + + + = +

+

( ) ( )
�

� ��� ��� a باشد:  k= +3 2

xy بر ۳ بخش پذير است،  x y( )2 2- y حداقل يكی بر ۳ بخش پذير باشد، x» 3 است. حالا اگر از 1q + a2 به  صورت پس اگر a مضرب ۳ نباشد،
هستند؛ پس: 3 1q + اما اگر هيچ كدام بر ۳ بخش پذير نباشند، طبق چيزی كه الان ثابت كرديم مربع هر دو به  صورت

xy x y xy q q( ) ( ( )) xy( (q q )) t2 2
3 1 3 1 3 3- = + - ¢ + = - ¢ =  
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اثبات غیرمستقیم (برهان خلف)

گفتيم كه هر گزاره يا درست است يا نادرست. حالا اگر من به شما بگويم يک گزاره نمی تواند نادرست باشد، چه نتيجه ای می گيريد؟
بله نتيجه می گيريم درست است. اين اساس روش برهان خلف يا اثبات غيرمستقيم است. روش كار به اين صورت است كه:

 خلاف حكم (دقت کردی خلاف حکم) را در نظر می گيريم. يعنی فرض می کنيم حکم نادرست باشد. 
 با قوانين منطق گزاره ها و دنباله ای از استدلال های درست به يک نتيجۀ غيرممکن يا نتيجۀ متضاد با فرض می رسيم.

 فرضِ نادرست بودن حكم باطل بوده و درستی خود حكم ثابت می شود.
(نهايی خرداد ۱۴۰۲)   .SwH  ª¹¬   ½I¬ï·A

´§e

rx� ��� ���  ، k{IM  ª¹¬  Ájkø  »  oÿÅIº  ÁIÄ¼¬  jkø 
ÆoÎ

x r� ������ ������ مثلاً می خواهيم ثابت كنيم: اگر

rx كه a گويا است. a=  خلاف حكم را در نظر می گيريم يعنی فرض كنيم rx گويا باشد، پس

) كه مخرج هم صفر نيست گويا است، پس x گويا است. )a
r

x اما تقسيم دو عدد گويا a
r

=  

 به تناقض رسيديم (ثابت كرديم x گويا است در صورتی كه x گنگ بود)، پس خلاف حكم، باطل و خود حكم درست است.

 ثابت كنيد جمع عددی گويا با عددی گنگ، گنگ می شود.

a گنگ است (حكم). بايد خلاف حكم را در نظر بگيريم. يعنی x+  فرض كنيد a عددی گويا و x عددی گنگ باشد. گفته ثابت كنيد
a گنگ نيست، يعنی گويا است» حالا بايد اين را به تناقض برسانيم. x+ »

a x b x b a+ = Þ = - a گويا است، پس برابر با عدد گويايی مثل b می شود. حالا:  x+
با اثبات مستقيم به  راحتی ثابت می شود جمع، تفريق، ضرب و تقسيم (مخرج صفر نباشه) دو عدد گويا، گويا است (جمع دو تا کسر گويا، کسر گويا ميشه) پس
b گويا است. از طرفی طبق فرض x گنگ بود. اين يعنی به تناقض رسيده ايم. پس خلاف حكم (فرض خلف)، باطل و در نتيجه خود حكم  a-

درست است. معمولاً برای اثبات گنگ بودن اعداد از برهان خلف استفاده می کنيم.

 در مورد گويا يا گنگ بودن جمع، تفريق و ضرب اعداد داريم:

جمع و تفریق (نوع اثبات)ضرب

هر دو گویاگويا (اثبات مستقيم)گويا (اثبات مستقيم)

یکی گویا و یکی گنگگنگ (برهان خلف)(اگر عدد گويا صفر باشد، صفر ولی ضرب گويای ناصفر در گنگ، گنگ است.) 

هر دو گنگممكن است گنگ يا گوياممكن است گنگ يا گويا

n2 فرد باشد، آن گاه n هم فرد است.  نشان دهيد اگر

n k n k k q
q

= Þ = = =2 4 2 2 2
2 2 2( )



 خلاف حكم می شود «n فرد نيست»، يعنی n زوج است؛ پس:  

n2 فرد است، پس به تناقض رسيده ايم. پس خلاف حكم (فرض خلف)، باطل و  n2 زوج است در صورتی كه فرض می گويد پس نتيجه می گيريم
خود حكم درست است.

1 جواب ندارد. 1 1 1 1a b c d++ ++ ++ == a چهار عدد طبيعی فرد هستند. نشان دهيد معادلۀ b c d, , ,  

a وجود داشته باشند كه در معادله صدق كنند.  b, ,c,d  فرض كنيم معادله، دارای جواب باشد، يعنی اعداد فرد
bcd acd abd abc

abcd
bcd acd abd abc abcd+ + + = Þ + + + =1 با مخرج مشترک گيری داريم: 

abcd فرد می شود. از طرفی عبارت های سمت چپ نيز همگی فرد هستند، اما جمع چهار عدد فرد، زوج می شود. اين يعنی  a فرد هستند b c d, , , چون
به تناقض رسيده ايم چون سمت راست فرد ولی سمت چپ عددی زوج است، بنابراين فرض خلف باطل بوده و معادله در اعداد طبيعی فرد، جواب ندارد.

a فرد باشد، آن گاه a فرد است يا b فرد است. b2 2+  نشان دهيد اگر

 حكم گفته «a فرد يا b فرد». اگر بخواهيم با برهان خلف برويم خلاف حكم با استفاده از قانون دمورگان می شود «a زوج و b زوج»، (يادتونه 

a k b k a b k k k k q
q

= = ¢ Þ + = + ¢ = + ¢ =2 2 4 4 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2, ( )� �� ��

) حالا:    ( )p q p qÚ º Ù ديگه

a زوج می شود در صورتی كه فرض می گويد فرد است. تناقض حاصل، می گويد فرض خلف باطل و خود حكم درست است. b2 2+ اين يعنی
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b3 هم همان اعداد ولی به  ترتيب ديگری (مثل ۲، ۳ و ۱) هستند. ثابت  b2 و ،b1 a عددهای صحيح (مثل ۱، ۲ و ۳) هستند و a a3 2 1» ,  
) زوج است. ) ( ) ( )a b a b a b1 1 2 2 3 3-- -- -- كنيد 

) زوج نباشد، يعنی فرد باشد. ضرب ۳ عدد ، فرد شده است، پس هر سه تا فرد بوده اند، يعنی ) ( ) (a )a b a b b
1 1 2 2 3 3
- - -  فرض كنيم

A فرد است.  a b a b a b= - + - + -
1 1 2 2 3 3

a همگی فرد بوده اند. جمع سه عدد فرد، فرد می شود، يعنی  b3 3- a و b2 2- ، a b1 1-

 A پس0= می شود،   b b b a a a
1 2 3 1 2 3

+ + = + + و  A a b a b a b a a a b b b= - + - + - = + + - + +
1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( ) طرفی از 
) عددی زوج است. ) ( ) ( )a b a b a b

1 1 2 2 3 3
- - - شده، يعنی A زوج است. اين تناقض نشان می دهد فرض خلف باطل و

) نيز زوج است. چون اگر فرض کنيم فرد است بايد ) ( ) ( )a b a b a b
1 1 2 2 3 3
+ + + با همين روش می توانستيم ثابت کنيم  دقيقاً 

A فرد باشد، اما: a b a b a b= + + + + +( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3

 
A a a a b b b a a a= + + + + + = + +( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2� �� �� � �� �� � ��� ���

Z»p
´À ÁÁ»Iv¶

   

اثبات با گزاره های هم ارز (اثبات بازگشتی)

دو گزارۀ هم ارز: دو گزارۀ P و Q را هم ارز گوييم هرگاه ارزش يكسانی (هر دو درست يا هر دو نادرست) داشته باشند.

p نمايش می دهيم. اين گزاره وقتی درست است كه p و q هر دو درست يا هر دو  q⇔ ترکیب دوشرطی: تركيب دوشرطی دو گزاره را به صورت

نادرست باشند. به عبارت ديگر ارزش های يكسانی داشته باشند.
 p q r s⇔ ⇔ ⇔ p درست و q هم درست باشد، چه نتيجه ای می گيريم؟ معلوم است كه p هم بايد درست باشد. اگر q⇔ حالا یک سؤال: اگر

درست و s هم درست باشد، نتيجه می گيريم q ،r و p هم ارزش اند و چون s درست است پس q ،r و p هم درست می شوند. اساس كار اثبات با گزاره های 
هم ارز (يا اثبات بازگشتی) همين است. مثلاً می خواهيم ثابت كنيم:

» (همين دو بار تا حالا تو نهايى اومده) a
b

b
a

+ ≥ 2 «برای هر دو عدد مثبت a و b داريم:

a b ab2 2
2 0+ − ≥ 2ab به طرف ديگر: a و با بردن b ab2 2 2+ ≥ ، با ضرب دو طرف در آن داريم ab . چون0< a b

ab

2 2
2+ ≥ يک مخرج مشترک می گيريم:

. پس تا اين جا شد: ( )a b− ≥2
a پس می شود0 b ab a b2 2 22+ − = −( ) خب

 a
b

b
a

a b
ab

a b ab a

p q

ab

r

+ ³ Û + ³ ¬ ®¾¾ + ³ Û +>
2 2 2

2 2
0 2 2 2

��� �� � �� �� � ��� ��� bb ab a b
s

2 2
2 0 0- ³ Û - ³� ��� ��� ( )  

 p هم درست هستند. حكم هم همان p و q ،r ،s همواره درست است. تمام تركيب های دوشرطی هم درست هستند پس تمام گزاره های ( )a b− ≥2
0

بود كه درستی آن ثابت شد.

روش اثبات حکم p با گزاره های هم ارز (اثبات بازگشتی): سعی می كنيم با اعمال دو طرفۀ ضرب، تقسيم، جمع و تفريق، تركيب های درست دوشرطی

p بسازيم تا جايی كه به يک رابطۀ همواره درست برسيم. چون آخرين گزاره همواره درست و تركيب های دوشرطی هم درست هستند.  q r⇔ ⇔

پس هم گزاره ها هم ارزش بوده و هم حكم p درست می شود (يعنى ثابت مى شه).

 درستی نامساوی ها معمولاً به روش گزاره های هم ارز (اثبات بازگشتی) ثابت می شود.

(نهايی دی ۹۷ و شهريور ۹۸)  . a b ab a b2 2
1++ ++ ³³ ++ ++ a ثابت كنيد b,  برای هر دو عدد حقيقی

 از گزاره های هم ارز كمک می گيريم و سعی می كنيم حكم را به يک عبارت همواره درست برسانيم. عبارت های همواره درستی كه در اين جا ظاهر 
2ab ظاهر می شود پس ضرب دو طرف در ۲، ايدۀ خوبی می تواند باشد: می شوند معمولاً به  صورت جمع چند  عبارت درجه دوم است. در اتحاد مربع،

a b ab a b a b ab a b a a b b ab2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 2 1 1 2+ + ³ + + ¬ ®¾ + + ³ + + Û + + + + + -´ -- - ³2 2 0a b  

a a b b a ab b a b a b2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 0 1 1 0- + + - + + - + ³ Û - + - + - ³( ) ( ) ( )  

اين آخری همواره درست است، پس طبق روش اثبات بازگشتی حكم ثابت می شود.
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( )( )a b c a b c++ ++ ++ ++ ³³1 1 1
9

a سه عدد حقيقی مثبت باشند. ثابت كنيد:  b c, ,  فرض كنيد

 آن پرانتزهای سمت چپ را ضرب كرده و ساده می كنيم تا ببينيم چه درمی آيد:

( ) ( )a b c
a b c

a
b

a
c

b
a

b
c

c
a

c
b

+ + + + ³ Û + + + + + + + + ³1 1 1
9 1 1 1 9  

Û + - + + - + + - ³ Û -( ) ( ) ( ) ( )a
b

b
a

a
c

c
a

b
c

c
b

a
b

b
a

2 2 2 0

(¾zÃ¶ ·¼µÀ ̧ ÃLM ̧ ¨ppIM)
� �� ��

2 2 2
0+ - + - ³( ) ( )a

c
c
a

b
c

c
b  

آخرين رابطه همواره درست بوده و همۀ گزاره ها هم ارز هستند، پس حكم ثابت می شود.

. 1 1
a b

a b
ab

++ ³³ ++ a دو عدد حقيقی مثبت هستند. ثابت كنيد b,  

a هر دو مثبت هستند، پسab تعريف شده و مثبت است. حالا: b,
1 1
a b

a b
ab

b a
a b

a b
ab

b a a b

ab

ab+ ³ + Û + ³ + ¬ ®¾¾ + ³ +´

���
 

a يادته؟) b a b a b, :> < Û <0
2 2 حالا چون هر دو طرف مثبت هستند، می توانيم دو طرف را به توان دو برسانيم (

Û + ³ + Û + + ³ + Û ³( ) ( )b a a b b a a b a b a b2 2
2 2 همواره برقرار0  

اين آخری همواره درست است. همۀ گزاره ها هم ارز هستند پس حكم ثابت می شود.

(نهايی شهريور ۹۹ با تغيير) a چه شرطی داشته باشند تا اين تركيب دوشرطی درست باشد؟  b, a درست است؟ b a b<< ÛÛ <<2 2  آيا تركيب

.9 1< - است، ولی <3 ؟ خب نه! مثلا1ً a b2 2< a باشد می توانيم الزاماً بگوييم b<  اگر
a هيچ كدام منفی نباشند، اين تركيب دوشرطی  b, a نادرست است. برعكس هم در حالت كلی نادرست است. اما اگر b a b< Þ <2 2 پس

a درست است. b a b< Û <2 2 a باشند: b, درست است. خلاصه اين كه اگر³0

خوب است يک جمع بندی روی چهار روش اثبات داشته باشيم:

کاربردروش کارنوع اثبات

از زوج يا فرد بودن اعداد به درستی حكم می رسيم.از درستی فرض به درستی حكم می رسيم.مستقيم
در نظر گرفتن 
همۀ حالت ها

n را حالت بندی می كنيم (مثلاً زوج و فرد) و در هر كدام 
به درستی حكم می رسيم.

برای هر n می خواهيم حكمی را ثابت كنيم.

خلاف حكم را به تناقض می رسانيم.برهان خلف
اثبات گنگ بودن اعداد ـ هرجا كه اثبات مستقيم 

دشوار باشد.
نامساوی هاحكم را با اعمال دوطرفه به يک رابطۀ همواره درست می رسانيم.بازگشتی

 كتاب درسی تأكيد كرده است كه سؤال های اين درس شبيه تمرين های كتاب درسی می باشد؛ بنابراين سؤال هايی كه از اين قسمت می آيد، 
از متن كتاب درسی است. صورت تمرين ها و قضيه ها به صورت درست و نادرست يا جای خالی می آيد، پس آن ها را حفظ باشيد. برای ردكردن يک 

حكم كلی نيز ارائۀ يک مثال نقض كافی است.
 سؤال های ۱ تا ۲۰

 اثبات مستقيم است كه بايد از درستی فرض به درستی حكم برسيد. به خصوص اثبات اين تمرين هم كه اگر k ضرب دو عدد متوالی باشد،
4 مربع كامل است. 1k +

 سؤال های ۲۱ تا ۳۴ و ۷۴ و ۷۵
n و اثبات حكم) است كه كم تر از آن  k= +3 2 n و k= +3 1 ، n k= 3  اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها (مثلاً n زوج و n فرد يا

سؤال آمده است. چند تمرين مهم داريم كه اثبات آن ها را به خاطر داشته باشيد.
 سؤال های ۳۵ تا ۴۰ و ۷۶
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 اثبات غيرمستقيم يا برهان خلف است كه خلاف حكم را به تناقض می رسانيم.
b3 نشان می داديم.) b2 و ، b1 a3 و جايگشتی از آن ها كه با a2 و ، a1اثبات گنگ بودن اعداد با اين روش صورت می گيرد (هم چنين اثبات آن تمرين مهم

 سؤال های ۴۱ تا ۵۳ و ۷۷
 اثبات با گزاره های هم ارز (يا بازگشتی) است. اثبات درستی نامساوی ها معمولاً با اين روش انجام می شود كه حكم را با اعمال دوطرفه همواره 

درست می رسانيم. از بين چهار روش اثبات بيشتر از اين تيپ سؤال می آيد. 
 سؤال های ۵۴ تا ۷۳

سؤالات با علامت  سخت ترين سؤال های هر درس هستن. اگر به کم تر از ۲۰ راضى نحمى شى، برو سراغ اون ها.

 درست يا نادرست بودن گزاره های زير را تعيين كنيد.  
(نهايی شهريور ۹۹)- ۱  .b == 0 a يا == 0 ، آن گاه ab == 0 اگر a و b دو عدد حقيقی باشند و
(نهايی خرداد ۱۴۰۰)- ۲ x برقرار باشد.  y x y2 2 2++ == ++( ) هيچ دو عدد صحيحی مانند y و x وجود ندارند كه رابطۀ
(نهايی دی ۹۷)- ۳ 4 مربع كامل است.  1k ++ اگر k حاصل ضرب دو عدد طبيعی متوالی باشد، آن گاه
(نهايی شهريور ۱۴۰۲)- ۴ ضرب هر عدد گويا در عددی گنگ، عددی گنگ است. 

(نهايی دی ۱۴۰۱)- ۵ 1 نيز عددی گنگ است. 
x

اگر x يک عدد گنگ باشد،

(نهايی دی ۱۴۰۱)- ۶ 1 برقرار است.  1 1
a b a b++

== ++ a تساوی b++ ¹¹ 0 برای مقادير حقيقی و ناصفر و به شرط آن كه

 جای خالی را با عبارت های مناسب تكميل كنيد.
برای اثبات نادرستی يک گزاره از ............... استفاده می كنيم.- ۷
(نهايی دی ۱۴۰۰)- ۸ حاصل ضرب هر عدد گويای ناصفر در يک عدد گنگ عددی ............... است. (�ويا/ گنگ) 
ميانگين حسابی دو عدد y و x برابر ............... و ميانگين هندسی دو عدد y و x برابر ............... است.- ۹

a عددی ............... است.- ۱۰ b2 2++ 7ab عددی فرد باشد، حاصل اگر
در روش برهان خلف از خلاف ............... به ............... می رسيم.- ۱۱

 گزاره های زير را با ارائۀ مثال نقض مناسب رد كنيد.
(نهايی شهريور ۹۸)- ۱۲ 2 اول است.  1

n -- برای هر عدد طبيعی n بزرگ تر از ۱، عدد
معكوس هر عدد مثبت، بزرگ تر يا مساوی خودش است. - ۱۳

ضرب دو عدد گنگِ غيرمساوی، عددی گنگ است.  - ۱۴
(نهايی دی ۱۴۰۲)- ۱۵ ضرب هر عدد گويا در عددی گنگ، همواره گنگ می شود. 

 نادرستی گزاره های زير را ثابت كنيد.
aa هم گنگ است. - ۱۶ bb-- aa گنگ باشد، bb++ اگر
aa گنگ است. - ۱۷ bb

bb
++

2 aa دو عدد گنگ غيرمساوی باشند، bb, اگر

۱۸ - .b a== ÙÙ ==0 0 ، آن گاه ab == 0 a دو عدد حقيقی باشند كه b, اگر
۱۹ -.B C== A باشد، آن گاه B A C == اگر

(نهايی شهريور ۹۹)- ۲۰  . x y x y x y++ == ++ : , برای هر دو عدد حقيقی و مثبت
 درستی گزاره های زير را به  صورت مستقيم ثابت كنيد.

(مشابه تمرين کتاب)- ۲۱ جمع دو عدد گويا، گويا است.  

اگر n عددی فرد باشد، مجموع n عدد طبيعی متوالی بر n بخش پذير است. - ۲۲
(مشابه تمرين کتاب)- ۲۳ ميانگين هفت عدد طبيعی متوالی، همان عدد وسطی می شود.  

a بر ۱۸ بخش پذير است. - ۲۴ a( )++ 3 اگر a مضرب ۳ باشد، آن گاه
اگر مربع عددی فرد را با ۳ برابر عددی زوج جمع كنيم، حاصل فرد می شود.- ۲۵
(نهايی خرداد ۱۴۰۱)- ۲۶ n عددی فرد است.   n2

5 7-- ++ ،n برای هر عدد طبيعی زوج
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 گزاره های زير را ثابت كرده يا با ارائۀ مثال نقض آن ها را رد كنيد. 
a اول نمی شود.- ۲۷ b++ ، عدد a b, به  ازای هيچ دو عدد اول
اگر از مكعب عددی فرد يک واحد كم كنيم، حاصل عددی زوج می شود. - ۲۸
(مشابه تمرين کتاب)- ۲۹ مجموع سه عدد طبيعی فرد متوالی همواره بر ۳ بخش پذير است.  

(نهايی شهريور ۱۴۰۱)- ۳۰ 2 اول است.  1
n ++ برای هر عدد طبيعی n، عدد

(نهايی دی ۱۴۰۲)- ۳۱ با اضافه كردن يک واحد به حاصل ضرب دو عدد زوج متوالی، حاصل، مربع كامل است. 
a گنگ است. - ۳۲ bc a سه عدد طبيعی باشند، b c, , اگر
ضرب ۳ عدد زوج متوالی بر ۲۴ بخش پذير است. - ۳۳
(مشابه تمرين کتاب)- ۳۴ a عددی زوج است.  b2 2++ 3ab عددی فرد باشد، a دو عدد صحيح و b, اگر
ثابت كنيد حاصل ضرب ۳ عدد صحيح متوالی كه عدد وسطی فرد است بر ۲۴ بخش پذير است.- ۳۵

 گزاره های زير را ثابت كنيد. (به روش در نظر گرفتن همۀ حالت ها)
(مشابه تمرين کتاب)- ۳۶ n عددی فرد است.  n2

5 7++ -- برای هر عدد طبيعی n، عبارت

n2 بر ۴ بخش پذير نيست. - ۳۷ 2++ به  ازای هر عدد طبيعی n، عدد

۳۸ -. n q== ++4 3 n يا q== 4 n زوج باشد، n( )++ 1
2

اگر n عددی طبيعی و

(مشابه تمرين کتاب)- ۳۹ b» را ثابت كنيد.  == 0 a يا == 1 ) باشد، آن گاه )a b-- ==1 0 گزارۀ «اگر

(مشابه تمرين کتاب)- ۴۰  . n AÎÎ n، ثابت كنيد SÎÎ n زوج باشد و n2 2 2
1

36

( )-- S، اگر == { , , , , }2 3 4 5 6 A و == { , , }3 4 5 فرض كنيم

(مشابه تمرين کتاب)- ۴۱ ثابت كنيد معكوس هر عدد گنگ، عددی گنگ است. 

2 نيز گنگ است. - ۴۲ 2
3 ++ 2 گنگ است. ثابت كنيد می دانيم

2 نيز عددی گنگ است. - ۴۳ 3++ 2 گنگ است. ثابت كنيد می دانيم
3 عددی فرد باشد. ثابت كنيد n نيز فرد است. - ۴۴ 2n -- فرض كنيد n عددی طبيعی و
(مشابه تمرين کتاب)- ۴۵ ثابت كنيد حاصل جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، عددی گنگ است. 
aa گنگ اس ت.  - ۴۶ bb-- aa گويا باشد. با استفاده از برهان خلف ثابت كنيد bb++ aa دو عدد گنگ باشند به  طوری كه bb, فرض كنيد

(نهايی دی ۹۹ و دی ۱۴۰۰)  
(نهايی دی ۹۷)- ۴۷ αα گنگ است.  ββ++ 2 αα گويا باشد، ثابت كنيد ββ++ ββ دو عدد گنگ باشند ولی αα و اگر
(مشابه تمرين کتاب)- ۴۸ ax گنگ است.   فرض كنيد a عدد گويای غيرصفر و x عددی گنگ باشد. ثابت كنيد
ab گنگ است. - ۴۹ ab عددی گويا است. ثابت كنيد b2 و a دو عدد گنگ هستند به  طوری كه

(مشابه تمرين کتاب)- ۵۰ x ناپيوسته است.  a== f در g++ x ناپيوسته باشد، تابع a== x پيوسته ولی تابع g در a== ثابت كنيد اگر تابع f در
a زوج باشد، آن گاه a زوج يا b زوج بوده است. - ۵۱ b, نشان دهيد اگر ضرب دو عدد طبيعی

(مشابه تمرين کتاب)- ۵۲ ) را به  دست آوريد.   )a b a b++ == ++2 2 2 همۀ جواب های معادلۀ

(مشابه تمرين کتاب)- ۵۳ 1 جواب ندارد.  1 1
a b a b++

== ++ ، نشان دهيد معادلۀ a b++ ¹¹ 0 a و b, ¹¹ 0 اگر

۵۴ - (a )( )( )1 1 2 2 3 3-- -- --b a b a b b3 هم همان اعداد ولی به ترتيب ديگری قرار گرفته اند. ثابت كنيد b2 و ،b1 a3 اعدادی صحيح هستند و a2 و ، a1

(نهايی شهريور ۱۴۰۱) عددی زوج است. 
(مشابه تمرين کتاب)  كدام يک از تركيب های دوشرطی زير درست و كدام يک نادرست است؟ چرا؟ 

n2 زوج است اگر و فقط اگر n زوج باشد. - ۵۵

۵۶ -. a b a b<< ÛÛ <<3 3

۵۷ -. x x== ÛÛ ==1 1
2

۵۸ -. x x x3 2
1££ ÛÛ ££

 احكام زير را ثابت كنيد.
(نهايی خرداد ۹۸و شهريور ۹۹)- ۵۹ ثابت كنيد ميانگين حسابی دو عدد نامنفی از ميانگين هندسی آن ها كم تر نيست. 

xy ميانگين هندسی دو عدد می گوييم.) x ميانگين حسابی دو عدد و به y++
2 (به
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(مشابه نهايی دی ۹۸)- ۶۰   . a
a

++ ££ --1
2 a باشد، آن گاه << 0 اگر

(مشابه تمرين کتاب)- ۶۱  3 2
2 2 2++ ++ ++ ³³ ++ ++a b c (a b c) a سه عدد حقيقی هستند. ثابت كنيد: b c, ,

(نهايی شهريور۱۴۰۲)- ۶۲  2 2 4 4
2 2x xy y x++ ++ ³³ -- برای هر دو عدد حقيقی x و y به روش بازگشتی (�زاره های هم ارز) نشان دهيد: 

(نهايی دی ۱۴۰۱)- ۶۳  y x y x2
1 2 1++ ³³ -- ++ ++( ) گزاره های زير را به روش بازگشتی (�زاره های هم ارز) ثابت كنيد: 

برای هر دو عدد حقيقی x و y داريم:
(نهايی خرداد ۱۴۰۲)- ۶۴  x y xy z2 2 2

1 2++ ++ ³³ -- اگر y ،x و z سه عدد حقيقی باشند، ثابت كنيد:

۶۵ -. 1 1 4

a b a b++ ³³
++

دو عدد حقيقی مثبت هستند. داريم: a b,

۶۶ -. x y x y2 2
2 2

2
2££
++( ) x دو عدد حقيقی مثبت هستند. داريم: y,

(مشابه تمرين کتاب)- ۶۷  . a b c ab ac bc2 2 2++ ++ ³³ ++ ++ a سه عدد حقيقی هستند. ثابت كنيد: b c, ,

۶۸ -. 5 3 4 5

2

a b
b

a b
a

-- ³³ -- -- a ثابت كنيد: b, برای اعداد حقيقی ناصفر و هم علامت

(نهايی دی ۱۴۰۲)- ۶۹ ثابت كنيد مجموع مربعات هر دو عدد حقيقی همواره از قرينۀ حاصل ضرب آن ها كم تر نيست. 
(نهايی خرداد ۱۴۰۰)- ۷۰ به روش بازگشتی ثابت كنيد حاصل ضرب هر دو عدد حقيقی، كوچک تر يا مساوی نصف مجموع مربعات آن هاست.  

۷۱ -. ( ) ( )x y x y++ ++ ³³1 1
4 x داريم: y, برای هر دو عدد حقيقی و مثبت

۷۲ -. a
a

2

2

2

1

2
++

++
³³ برای هر عدد حقيقی a ثابت كنيد:

 گزاره  های درست را ثابت كرده و برای گزاره های نادرست مثال نقض ارائه كنيد.
۷۳ -. x x x4 3

1++ ³³ ++ برای هر عدد حقيقی x داريم:

3 نيز گنگ است. - ۷۴ 18 4
2x x++ ++ اگر x گنگ باشد،

ضرب هر چهار عدد طبيعی متوالی از مربع كامل يک واحد كم تر است.- ۷۵
(مشابه تمرين کتاب)- ۷۶  .p q r p r q r∨∨ ⇒⇒ ≡≡ ⇒⇒ ∧∧ ⇒⇒( ) ( ) ثابت كنيد

y هر دو گويا هستند.- ۷۷ x و x گويا باشند، آن گاه y++ ثابت كنيد اگر y ،x و

بخش پذیری در اعداد صحیح ـ قسمت اول بخش ۲:

رابطۀ عادکردن (شمردن)

2 و می خوانيم «عدد ۲,  6| 2 می شود. اين را اين جوری می نويسيم 3 6´ = ۶ بر ۲ بخش پذير است. چرا؟ چون عددی صحيح، مثل ۳ وجود دارد كه
7 می شود، ولی 2 14´ - = -( ) ) وجود دارد كه  )-2 7 چون عددی مثل  14|- عدد ۶ را عاد می كند يا می شمارد يا ۶ بر ۲ بخش  پذير است» يا مثلاً

2 چون عدد صحيحی وجود ندارد كه در ۲ ضرب  شده و حاصل بر ابر ۵ شود. در حالت كلی داريم: 5/|

a هرگاه عدد صحيحی مثل  b| تعريف رابطۀ عادکردن: b و a دو عدد صحيح هستند؛ می گوييم a, عدد b را عاد می كند (می شمارد) و می  نويسيم
 a b q aq b| ;Û $ Î = . به زبان رياضی:  aq b= q وجود داشته باشد كه

a آن گاه b مضرب a و a مقسوم عليه b است. b| اگر

 همۀ اعدادی مثل x ،b ,a و ... كه در اين فصل با آن ها سروكار داريم، صحيح هستند.

ویژگی های مقدماتی عادکردن

. در حالت كلی1± همۀ اعداد را عاد می كنند. پس برای هر عدد صحيح - ´ - =1 17 17( ) 1- چون 17| 1. شبيه همين 17 17´ = 1 چون 17|  

. ±1| a داريم  a
. ± ±a a|  هر عددی، خودش و قرينه اش را عاد می كند يعنی 

. a × =0 0 ، چون a |0  هر عددی مثل a، صفر را عاد می كند، يعنی
؛ يعنی فقط صفر، صفر را عاد می كند. a =0 ×0 پس =q a |0، آن گاه a  اگر

(2 2
5 7| . (مثلاً a am n| m باشد، آن گاه n£  اگر n و m دو عدد طبيعی و
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درست است. با در نظر گرفتن همۀ حالت ها حكم را ثابت می كنيم. دو حالت . ۱
: a ¹0 a يا =0 داريم، بالأخره

a باشد كه حكم ثابت شده است.  اگر0=
1 داريم:

a ab در =0 a باشد، با ضرب دو طرف رابطۀ ¹0  اگر

 ab ba= ¾ ®¾ =
´

0 0

1

 
پس باز هم حكم نتيجه می شود.

x وجود دارد.. ۲ y= =0 نادرست است.
k بگيريم، داريم: . ۳ n n= +( )1 درست است. اگر

 4 1 4 1 1 4 4 1 2 1
2 2k n n n n n+ = + + = + + = +( ) ( )  

۴ .b = 2 a و =0 نادرست است. مثال نقض: 
درست است (اثبات با برهان خلف). خلاف حكم را در نظر می گيريم يعنی . ۵

طرفی از   1 0x
a
b a b b= Î ¹( , ; ) داريم:  باشد،  گويا   1

x می كنيم فرض 
x بنابراين x گويا است.  b

a= صفر نيست)، پس 1
x ) a ¹0

به تناقض رسيديم، پس فرض خلف باطل و خود حكم درست است.

۶ .( 1
2

1

1

1

1
¹ + ) b a و1= نادرست است. مثال نقض1=

مثال نقض. ۷
ضرب عدد گويای ناصفر در عدد گنگ، گنگ است.. ۸

۹ .xy ـ x y+
2

a زوج است.. ۱۰ b2 2+ a2 هم فرد ولی b2 و 7ab فرد باشد، b و a فرد پس
حكم ـ خلاف فرض يا امر بديهی. ۱۱
2 می شود كه اول نيست.. ۱۲ 1 15

4 - = n بگيريم، = 4 اگر
۱۳ .. 1

3
3³ 1 می شود، اما

3
معكوس عدد ۳ برابر

2 می شود كه عددی . ۱۴ 8 4´ = بگيريم، اما 8 و 2 دو عدد گنگ را
گويا است. 

0 می شود كه . ۱۵ 2 0´ = 2 می گيريم. عدد گويا را صفر و عدد گنگ را
عددی گويا است.

۱۶ . a b- = - =2 2 a گنگ می شود، ولی0 b+ =2 2 a بگيريم b= = 2
گنگ نبوده و گويا است.

۱۷ . b a= =2 8» a می شود. اگر b
b

a
b

+ = +
2 2

1

2
اول دقت كنيد كه

بگيريم داريم:
a
b2

1

2

8

2 2

1

2

2 2

2 2

1

2
1

1

2

3

2
+ = + = + = + = (�ه گويا شد)  

b نادرست . ۱۸ a= Ù =0 ab می شود، ولی0 =0 b بگيريم a و1= اگر0=
است. چرا؟

كه  مثالی  اين  در  باشند.  درست  دو  هر  كه  می  شود  درست  وقتی  عطفی  تركيب 
بود نوشته  اين جوری  اگر  كه  كنيد  توجه  نه!   b =0 ولی است  درست   a زديم0=
» درست می شد، يعنی اگر ضرب دو عبارت صفر باشد،  ab a b= Þ = Ú =0 0 0 »
نتيجه می گيريم حداقل يکی برابر صفر است، يعنی اولی صفر بوده است يا دومی.

۱۹ . A B A C∩� ∩�
{ } { }1 1

= C بگيريم داريم: B A= = ={ , } { , } { , }1 4 1 3 1 2» , اگر
.B C¹ ولی

x بگيريم:. ۲۰ y= =9 4, كافی است

13 9 4 9 4 3 2 5= + ¹ + = + =  

Q تعريف می شود، . ۲۱ a
b a b b= Î ¹{ | , , } 0 مجموعۀ اعداد گويا به  صورت

يعنی مجموعۀ اعداد گويا شامل كسرهايی هستند كه صورت و مخرج عدد صحيح 
 (d,b )¹0 cd گويا باشند.

a
b, بوده و مخرج مخالف صفر باشد. فرض كنيم

 ab
c
d

ad bc
bd+ = +  

 b چون  و  هستند  صحيح  مخرج  و  صورت  هستند،  صحيح   a b c d, , , چون

عددی گويا است. ad حتماً  bc
bd
+ ، پس bd ¹0 نيستند d هيچ كدام صفر  و 

می گيريم. . ۲۲  n n n n n+ - + +( ), , , ,1 2 1 را متوالی  طبيعی  عدد   n
( n n+ -( )1 n رفت تا +0 n رفت؟ ببين از -1 حالا: (چرا تا

n n n n n+ + + + + + + -( ) ( ) ( ( ))1 2 1  

= ´ + + + + - = + -

-

n n n n n

n
( ) (
1 2 1

1

2�� ��� ���
(ÂMIve â¾²ILºj â¾±µ] Ì¼µ\¶)

11

2

) ( )n  

؛ پس: n q n q- = Þ - =1 2
1

2
n زوج بوده يعنی n عددی فرد است، پس1-

n q n n n q nq
q

2 + = + = ¢
¢

( ) ( )


 

۲۳ . n n n n n n n, , , , , ,+ + + + + +1 2 3 4 5 6 هفت عدد طبيعی را به  صورت
در نظر می گيريم. ميانگين اين ها می شود:

n n n n n n n n n+ + + + + + + + + + + + = + = +1 2 3 4 5 6

7

7 21

7
3

يعنی ميانگين برابر عدد وسطی می شود. در حالت كلی ميانگين تعداد فردی 
می شود. وسطی  عدد  همان  برابر  می دهند،  حسابی  دنبالۀ  تشكيل  كه  عدد، 

a می گيريم.. ۲۴ k= 3 گفته a مضرب ۳ باشد، پس
a a k k k k k k q q( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )+ = + = + = + = =3 3 3 3 3 3 1 9 1 9 2 18��� ��
 .SwH Z»p  Â²H¼T¶ jkø »j  Joò

 

2q می گيريم. حالا داريم:. ۲۵ 2 و عدد زوج را 1k + عدد فرد را
( ) ( ) ( )2 1 3 2 4 4 1 6 2 2 2 3 1 2 1

2 2 2k q k k q k k q q
q

+ + = + + + = + + + = ¢+
¢

� ��� ���  

۲۶ .n k k k k= Þ - + = - + +2 2 5 2 7 4 10 6 1
2 2( ) ( ) k  

= - + + = +2 2 5 3 1 2 1
2( )k k q
q

� �� ��  

اگر بخواهيم اين را رد كنيم بايد دو عدد اول پيدا كنيم كه جمع آن ها . ۲۷
a وجود دارد به  b, b می گيريم. (پس دو عدد اول = 3 a و = 2 اول بشود. 

a هم اول بشود). b+  طوری كه
عدد فرد به هر توانی برسد، فرد می شود حالا اگر يک واحد كم كنيم زوج . ۲۸

می شود. اين را ثابت می كنيم:
( ) ( )2 1 1 8 12 6 1 1 2 4 6 3 2

3 3 2 3 2k k k k k k k q
q

+ - = + + + - = + + =� ��� ���  

2 می گيريم. بعدی دو واحد بيش تر . ۲۹ 1k + اولين عدد طبيعی فرد اول را
2 می شود. حالا: 5k + 2 و بعدی 3k + است پس عدد فرد بعدی

2 1 2 3 2 5 6 9 3 2 3 3k k k k k q
q

+ + + + + = + = + =( )


 

2 می شود كه اول نيست.. ۳۰ 1 9
3 + = n چون = 3 مثال نقض

اثبات درستی:. ۳۱
2 2 2 1 4 4 1 2 1

2 2k k k k k( ) ( )+ + = + + = +

Â²H¼T¶ Z»p jkø »j� �� ��
 

a بشود. اين مثال . ۳۲ bc = 2 b بگيريم تا c= = 2 a و كافی است1=
نقض يعنی گزاره نادرست است.

به نظر می رسد كه درست باشد (چند تا عدد امتحان کنين!) اولين زوج اول را. ۳۳
2 می گيريم. حالا: 4k + 2 و بعدی را  2k + ، بعدی را 2k

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 4 8 1 2

2 1 2 2

k k k k k k
k k

+ + = + +

+ +��� �� ��� ��

6 Joñ¶ Â²²H¼T¶ jkø 3 Joò
.SwH 3 Joñ¶ ¾\ÃTº nj »

� ��� ��� = =8 3 24( )q q  
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a بايد عددی فرد باشند (تا ضربشون . ۳۴ b, عددی فرد باشد، پس 3ab گفته
. حالا: b q= +2 1 a و k= +2 فرد بشه)، يعنی1

a b k q2 2 2 2
2 1 2 1+ = + + +( ) ( )  

= + + + + + = + + + + =4 4 1 4 4 1 2 2 2 2 2 1 2
2 2 2 2k k q q k k q q t

t

( )� ����� �����  

2 و يكی كم تر. ۳۵ 2k + 2 می گيريم. يكی بيش تر 1k + عدد فرد وسطی را
2k می شود. حالا داريم:

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) (
( )

2 2 1 2 2 4 1 2 1 4 2 2 1 8

2 1

k k k k k k q k q
k

+ + = + + = + =

+���
��� 22 1k+ )

.SwH Z»p Â²H¼T¶ jkø »j Joò

 

از طرفی ضرب ۳ عدد متوالی بر ۳ بخش پذير است. پس ضرب اين سه عدد هم 
مضرب ۳ بوده و هم مضرب ۸، يعنی بر ۲۴ بخش پذير است.

دو حالت در نظر می گيريم. n زوج باشد يا فرد:. ۳۶

n n k k2 2
5 7 2 5 2 7+ - = + -( ) ( ) ، پس:  n k= 2 (۱

= + - = + - +4 10 7 4 10 8 1
2 2k k k k  

= + - + = + Þ2 2 5 4 1 2 1
2( )k k q
q

� ��� ��� حاصل فرد است.  

n n k k2 2
5 7 2 1 5 2 1 7+ - = + + + -( ) ( ) ، پس:  n k= +2 1(۲

= + + + + - = + - = + - +4 4 1 10 5 7 4 14 1 4 14 2 1
2 2 2k k k k k k k

 

 

= + - + = + Þ2 2 7 1 1 2 1
2( )k k q
q

� ��� ��� .SwH joÎ ®ÅIe  

،n پس در دو حالت، حاصل عددی فرد است، اين يعنی به ازای هر عدد طبيعی
n فرد می شود. n2

5 7+ - حاصل 
دو حالت می گيريم. n زوج باشد يا فرد:. ۳۷

۱) n k n k k q= Þ + = + = + = +2 2 2 2 4 2 4 2
2 2 2( )  

۲) n k n k k k= + Þ + = + + = + +2 1 2 2 1 2 4 4 3
2 2 2( )  

= + + = +4 3 4 3
2( )k k q
q

��� ��  

4q درنمی آيد (باقی مانده دارد)،  از دو حالت، n به  صورت پس در هيچ كدام 
n2 بر ۴ بخش پذير نمی شود. 2+ پس هيچ گاه

دو حالت در نظر می گيريم:. ۳۸

۱) Z»p n n k A n n k kÞ = Þ = + = +
2

1

2

2 2 1

2

( ) ( )  

= + +k k A k
k( )2 1

2 1 ¾¨ï¸ÄH ÁHoM uQ ,SwH joÎ
.k{IM Z»p kÄIM k{IM Z»»p¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ =k q2  

Þ = =n k q2 4 (پس اين جا حکم نتيجه مى شه!)  

۲) joÎ n n k A n nÞ = + Þ = +
2 1

1

2

( )  

= + + = + +

+

( )( ) ( )( )

( )

2 1 2 2

2
2 1 1

2 1

k k k k

k��� ��
 

 ، k q= +2 يعنی1 است،  فرد   k باشد پس  زوج  بايد   k +1 اول شبيه حالت 

n می شود. (يعنى اين جا هم حکم نتيجه مى شه) k q= + = +2 1 4 3 بنابراين
دو حالت در نظر می گيريم:. ۳۹

b درست است. =0 a يا b باشد: در اين حالت تركيب1= =0 (۱

1 وجود دارد، پس:
bÎ b باشد: در اين حالت عدد ¹0 (۲

( )a b a ab- = ¾ ®¾ - = Þ =
´

1 0 1 0 1

1

 
b درست می شود.  =0 a يا a بوده و باز هم تركيب1= يعنی در اين حالت1=

می شود. درست  گزاره  كل  و  بوده  درست  تركيب  اين  حالت،  دو  هر  در  پس 
با روش در نظر گرفتن همۀ حالت ها جلو برويم. بالأخره n برابر با يكی . ۴۰

اگر می كنيم.  امتحان  را  اين ها  يكی يكی  باشد.  می تواند   2 3 6, , , اعداد از 

 n n n n2 2 2 2
21

36

1

6

( ) ( ( ))- = - n زوج بشود، n قبول است. البته n2 2 2
1

36

( )-

راحت تر محاسبه می شود.

نيست. قبول   n = 2 پس  ؛  n n2 2 2
1

36
1

( )- = آن گاه باشد،   n = 2 اگر  (۱

است.  قبول   n = 3 پس  n n2 2 2
1

36
16

( )- = آن گاه باشد،   n = 3 اگر  (۲

n زوج شد.) n2 2 2
1

36

( )- (چون

n قبول است. = 4 n پس n2 2 2
1

36
100

( )- = n باشد، آن گاه = 4 ۳) اگر

n هم قبول است. = 5 n پس n2 2 2
1

36
400

( )- = n باشد، آن گاه = 5 ۴) اگر

 n = 6 n می شود كه فرد است، پس n2 2 2
21

36
35

( )- = n باشد، = 6 ۵) اگر
قبول نيست.

n بوده است. AÎ A است پس حتماً ={ , , }3 4 5

است. . ۴۱ گنگ  هم   1
x كنيم ثابت  بايد  می گيريم.  نظر  در  گنگ  عددی  را   x

1 گنگ نباشد، پس گويا است يعنی برابر با عددی گويا 
x (فرض خلف) فرض كنيم

1
0 0x

a
b x b

a a b a b= Þ = Î ¹ ¹( , , , ) ab می شود؛ پس:  (غيرصفر) مثل

اين يعنی x هم گويا است. تناقض حاصل می گويد خلاف حكم باطل و خود 
حكم درست است.

گنگ . ۴۲  2 2
3 + يعنی نباشد  برقرار  حكم  كنيم  فرض  خلف)  (فرض 

نباشد، يعنی گويا باشد، پس:

2 2 2 2 2 2
3 3 3+ = Î ¾ ®¾¾ + = Þ = -a a a a, 

3 ·H¼U  
توان سوم هر عدد گويا، گويا بوده از طرفی تفاضل دو عدد گويا هم گويا است، 

2 گنگه!) 2 گويا می شود. (ولى گفته a3 گويا و در نتيجه 2- پس
و خود حكم  بوده  باطل  با فرض مسئله می گويد خلاف حكم  تناقض حاصل 

درست است.

2 گنگ نبوده و گويا باشد بايد كاری . ۴۳ 3+ شبيه قبلی فرض كنيم
2 گويا است. كنيم كه به تناقض با فرض برسيم، يعنی نتيجه بشود كه

2 3 3 2+ = Î Þ = -a a a,   

³»j ·H¼U¾ ®¾¾¾ = + - Þ = - Þ = -
3 2 2 2 2 2 1 2

1

2

2 2
2

a a a a a
a  

a هم  گويا می شود.  a
2

1

2

- 2a گويا، (مخرج غيرصفر) هستند، پس a2 و 1-

2 هم گويا است. به تناقض رسيديم پس خلاف حكم باطل و خود  اين يعنی
حكم درست است.

خلاف حكم را در نظر می گيريم، يعنی n فرد نباشد پس n زوج است. . ۴۴
n k n k k k q= Þ - = - = - = - =2 3 2 3 2 2 6 2 2 3 1 2( ) ( )  

حاصل  تناقض  است.  فرد  گفته  كه  صورتی  در  است  زوج   3 2n - يعنی اين 
می گويد خلاف حكم باطل و خود حكم درست است.

a گنگ . ۴۵ b+ عدد گويا را a و عدد گنگ را b می گيريم. گفته ثابت كنيد
a گويا باشد. b+ است؛ پس از برهان خلف فرض می كنيم
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به تناقض رسيديم پس خلاف حكم باطل و خود حكم درست است.
طرفی. ۴۶ از  باشد.  گويا   a b- يعنی می گيريم؛  نظر  در  را  حكم  خلاف 

a هم گويا است، پس جمع اين دو عدد هم گويا می شود، يعنی داريم: b+

a b a b a+ + - =( ) 2  
a هم گويا است. تناقض حاصل نشان می دهد كه  2a گويا است يعنی پس

خلاف حكم باطل و خود حكم درست است.
a گويا باشد، پس:. ۴۷ b+ 2 فرض كنيم

a b a b b+ = Þ + + =
¯

2 c c
IÄ¼¬ IÄ¼¬ IÄ¼¬




Þ = - +b a b
ª¹¬ IÄ¼¬
� � �� ��c ( )  

به تناقض رسيديم. خلاف حكم باطل و خود حكم درست است.
ax گنگ نباشد پسax گويا است. يعنی:. ۴۸ فرض كنيم

ax b b x b
a= Î Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾, 

ÁIÄ¼¬ oM IÄ¼¬ jkø ´Ãv£U
.SwH IÄ¼¬ oÿÅoÃü¾¾ Îx   

پس x گويا شد كه تناقض است. پس ببينيد در حالت كلی ضرب يک عدد گويا در 
.(1 2 2´ = ,0 2 0´ = يک عدد گنگ ممكن است گويا يا گنگ باشد (مثلاً
اين ضرب فقط در صورتی گويا می شود كه عدد گويا برابر صفر باشد و اگر عدد 

گويا صفر نباشد حاصل قطعاً گنگ است.

ab عددی گويا است؛ فرض كنيم x گويا . ۴۹ ab گنگ نباشد، پس فرض كنيم

b ضرب می كنيم، داريم: . طرفين تساوی را در a bx= ab باشد. پس x= و
ab b x= 2  

b2 گنگ و x گويا  ab هم گويا است. طبق فرض b x= 2 ab گويا است يعنی حالا
b هم گويا و هم  x2 b طبق تمرين قبلی گنگ است. ( x2 x پس است. چون¹0
گنگ شد) تناقض حاصل نشان می دهد خلاف حكم باطل و خود حكم درست است.

x پيوسته باشد، پس . ۵۰ a= f در g+ به روش برهان خلف فرض می كنيم
f g h g h f+ = Þ = - آن را برابر با تابع پيوستۀ h می گيريم: 

h يا g در a پيوسته است.  f- x پيوسته هستند، پس a= f و h هر دو در 
به تناقض رسيديم چون g در a ناپيوسته بود.

خلاف حكم يعنی خلاف (a زوج يا b زوج) را در نظر می گيريم. طبق . ۵۱
قانون دمورگان خلاف حكم می شود.

می گيريم:  b k= ¢ +2 1 و  a k= +2 است، پس1 فرد  هم   b و  است  فرد   a
ab k k kk k k= + ¢ + = ¢ + + ¢ +( )( )2 1 2 1 4 2 2 1  
= ¢ + + ¢ + = +2 2 1 2 1( )kk k k q

q
� �� ��  

و خود  باطل  نشان می دهد خلاف حكم  تناقض حاصل  است.  فرد   ab يعنی
حكم درست است.

داده . ۵۲ كه  رابطه ای  به  توجه  با  می شود.   ( )a b a b ab+ = + +2 2 2 2
b است. يعنی برای برقراری  =0 a يا 2 پس0= 0ab = شده، نتيجه می شود

معادله حداقل يكی از a يا b بايد صفر باشد.
رابطۀ داده شده . ۵۳ به  طوری كه  باشند  a دو عدد طبيعی  b, فرض كنيم

1برقرار باشد: 1 1 1 2

a b a b a b
b a
ab ab a b

+
= + Þ

+
= + Þ = +( )  

= + + Þ + + = Þ + + =a b ab a b ab a ba b2 2 2 2 2 2
2 0 0  

 D = - = - <b b b2 2 2
4 3 0 اين را شبيه يک معادلۀ درجه دوم برحسب a ببينيد.

می شود، پس معادله جواب ندارد. تناقض حاصل می گويد هيچ a و b طبيعی 

1 بشود. 1 1
a b a b+

= + وجود ندارد كه

a را به تناقض  b ab2 2
0+ + =  يک جور ديگر هم می توانستيم رابطۀ 

برسانيم، ببينيد:
´¾ ®¾ + + = Þ + + + + =

Þ + + + =

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 0 2 0

0

a b ab a a b b ab

a b a b( )
 

فقط  آن ها  جمع  پس  هستند،  نامنفی  همگی  دوم  توان  عبارت های 
a bc b a+ = = =0 0 0, , باشند:  صفر  همگی  كه  می شود  صفر  وقتی 
مخالف صفر هستند. اين ها  گفته  در صورت سؤال  رسيديم، چون  تناقض  به 

۵۴ . ( ) ( )( )a b a b a b
1 1 2 2 3 3
- - - خلاف حكم را در نظر می گيريم، يعنی

عددی فرد باشد. ضرب ۳تا عبارت، عددی فرد شده است، پس هر كدام فرد بوده 
a همگی فرد هستند. از طرفی داريم: b a b a b

3 3 2 2 1 1
- - -, , است، يعنی

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a b a a a b b b
1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

0- + - + - = + + - + + =  
نشان  تناقض حاصل  باشد.  زوج  نمی تواند  و  است  فرد  فرد،  عدد  مجموع سه 

می دهد خلاف حكم باطل و خود حكم درست است.
 (الف) درست است. دو  چيز بايد ثابت كنيم:. ۵۵

n2 هم زوج است. اين را به صورت مستقيم ثابت می كنيم: ۱) اگر n زوج باشد،

n k n k k q n
q

= Þ = = = Þ2 4 2 2 2
2 2 2 2( ) .
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n2 زوج باشد، آن گاه n زوج است. اين را به  صورت غيرمستقيم (با برهان خلف)  ۲) اگر
ثابت می كنيم:

n k= +2 1 فرض كنيم n زوج نباشد، پس n فرد است: 

Þ = + +n k k2 2
4 4 1 = + + = +2 2 2 1 2 1

2( )k k q  
خود  و  باطل  حكم  می دهد خلاف  نشان  حاصل  تناقض  است.  فرد   n2 يعنی

حكم درست است.
 n2  همين تركيب دوشرطی برای n های فرد هم برقرار است. يعنی:

فرد است اگر و فقط اگر n فرد باشد.
واضح است كه a و b هر دو با هم صفر نيستند. در اين حالت می توانيم . ۵۶

. حالا: a ab b2 2
0+ + > ثابت كنيم

 a b a b a b a ab b< Û - < Û - + + <0 0
2 2( )( )  

Û - < Û <a b a b3 3 3 3
0  

 n درست است، اما اگر a b a bn n< Û < حواستان باشد اگر n فرد باشد
a وقتی درست است كه b و a نامنفی باشند. b a bn n< Û < زوج باشد

غلط . ۵۷ تركيب دوشرطی  نتيجه می شود، پس   x = باشد±1  x2 1= اگر
 ( )- =1 1

2 مثلاً نمی شود  نتيجه   x =1 الزاماً  x2 1= از ديگر  زبان  به  است. 
. - ¹1 می شود ولی1

x2 چون نامنفی است . ۵۸ x باشد با ضرب دو طرف در £1 درست است. اگر
x باشد  x3 2£ x نتيجه می شود. برعكس اگر x3 2£ جهت تغييری نكرده و
x2 هم باشد يعنی 0= x . اگر £1 x2 نتيجه می شود x2 با تقسيم بر 0¹ و

x نتيجه می شود. £1 0 بوده و باز هم 1£ x باشد خب =0
 در هر قسمت، از حكم شروع كرده و گزاره های هم ارز را می نويسيم تا به يک گزارۀ 

همواره درست برسيم. بنابراين طبق استدلال بازگشتی حكم اوليه ثابت می شود.

۵۹ . x y xy x y xy+ ³ Þ + ³2 2   

Û + - ³ Û - ³x y x y x y2 0 0
2( ) همواره برقرار   

۶۰ .a a
a
a

a
a+ £ - Û + £ - ¬ ®¾¾¾¾¾¾¾¾´
<

1
2

1
2

2

0j¼{ïÂ¶ Æ¼ø S¿] ·¼a   

a a a a a2 2 2
1 2 2 1 0 1 0+ ³ - Û + + ³ Û + ³( ) همواره برقرار   
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رياضيات گسستهرشتۀ رياضی و فيزيکنمونۀ امتحان نيم سال دوم
۶ ـ نهايی خردادماه ۱۴۰۳رديف نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: ۱۲۰ دقيقهامتحان شمارۀ 

درستی يا نادرستی عبارات زير را مشخص كنيد.۱
 [ , ( , )]m m m m5 3 2 5== mÎÎ آن گاه: -- { }0 ب) اگر الف) ميانگين پنج عدد طبيعی همان عدد وسطی است. 

A، مضرب ۴ است. x x k== ÎÎ == ++{ | } 4 3 ج) تفاضل هر دو عدد دلخواه از مجموعۀ
د) هر مجموعۀ احاطه گر مينيمال، يک مجموعۀ احاطه گر مينيمم است.

۱

جاهای خالی را با اعداد مناسب تكميل كنيد.۲
C7 برابر است با ............... . الف) عدد احاطه گری گراف

ب) تعداد راه های توزيع ۳ خودكار متفاوت بين ۵ نفر به طوری كه به هر نفر حداكثر يک خودكار برسد، برابر ............... است.

۰/۵

۳ a b a b2 2
1 1++ ³³ -- ++( )( ) b داريم:  a» ۱/۵با استفاده از اثبات بازگشتی نشان دهيد برای هر دو عدد حقيقی

۴. a == 17 a يا == 1 ، ثابت كنيد a k|4 3++ a و k|7 1++ ۱اگر a عددی طبيعی و داشته باشيم

۱/۲۵اگر باقی ماندۀ تقسيم عدد a بر دو عدد ۴ و ۵ به ترتيب ۲ و ۳ باشد، باقی ماندۀ تقسيم عدد a را بر ۲۰ بيابيد.۵

5 را به دست آوريد.۶ 9 22x y++ == ۱/۵جواب های عمومی معادلۀ سيالۀ

با توجه به گراف G مقابل به سؤالات زير پاسخ دهيد.۷
ب) مسيری به طول ۵ از رأس c به رأس f بنويسيد. الف) مرتبه و اندازۀ گراف را بنويسيد. 

G همبند است؟ چرا؟  د) آيا گراف ج) دوری به طول ۴ بنويسيد. 

۲

با توجه به گراف G، به سؤالات زير پاسخ دهيد.۸
D يک مجموعۀ احاطه گر است؟ چرا؟ a b m== { , , } الف) آيا مجموعۀ

ب) عدد احاطه گری گراف G را به دست آوريد. (با ذكر دليل)
ج) يک مجموعۀ احاطه گر مينيمال ۵ عضوی از آن بنويسيد.

۲

در گراف روبه رو:۹
A را به يک مجموعۀ احاطه گر مينيمال تبديل كنيد. b e g a f== { , , , , الف) مجموعۀ احاطه گر غيرمينيمال{

ب) يک مجموعۀ احاطه گر مينيمم كه شامل رأس e باشد را بنويسيد.
ج) با اضافه نمودن چه يالی عدد احاطه گری گراف ۲ می شود؟

۱/۵

gg-- مجموعه از آن را مشخص كنيد.۱۰ ب) يک P12 را رسم كنيد.  ۱الف) گراف

می خواهيم ۱۰ نفر را كه دوبه دو برادر يكديگرند در دو طرف طول يک ميز مستطيل شكل بنشانيم. اگر بخواهيم هر نفر روبه روی ۱۱
برادرش بنشيند، به چند طريق می توان اين كار را انجام داد؟

۱

x1 به دست آوريد.۱۲ 2>> x2 و 3== ، x3 4³³ x را با شرط های x x x1 2 3 42 20++ ++ ++ == ۱/۵تعداد جواب های صحيح و نامنفی معادلۀ

۱با ارقام ۳، ۱، ۲، ۳، ۱، ۲، ۴، ۳ و ۲ چند عدد ۱۰رقمی می توان نوشت؟ (محاسبۀ جواب آخر الزامی نيست.)۱۳

قرار است سه كارگر با سه نوع ماشين نخ ريسی و سه نوع الياف در سه روز اول هفته كار كنند. به گونه ای كه هر كارگر با هر نوع ماشين و ۱۴
هر نوع الياف دقيقاً يک بار كار كرده باشد و نيز هر الياف در هر ماشين دقيقاً يک بار به كار گرفته شود. برای اين مسئله برنامه ريزی كنيد.

۱/۲۵

۱تعداد توابع پوشا از مجموعۀ ۵ عضوی A به مجموعۀ ۳ عضوی B را به دست آوريد.۱۵

حداقل چند دانش آموز در حياط يک دبيرستان حضور داشته باشند تا مطمئن باشيم لااقل ۲۱ نفر از آن ها متعلق به يک پايۀ تحصيلی ۱۶
(دهم، يازدهم، دوازدهم) و يک رشتۀ تحصيلی (رياضی، تجربی، انسانی) هستند؟

۱

۲۰جمع نمرات
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 نادرست  نادرست. ۱
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۲ .(0/25) 5
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7 (0/25)  ۶۰ يا

3
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 ۳ يا

۳ .a b ab a b2 2
1+ ³ + - - (0/25)  

Û + - - + + ³2 2 2 2 2 2 0
2 2a b ab a b  (0/25)  

Û - + - + + ³( ) ( ) ( )a b a b2 2 2
1 1 0  (0/25)  

اين رابطه همواره برقرار است. (0/25)
۴ .a k a k| |7 1 28 4+ Þ + (0/25)  

a k a k| |4 3 28 21+ Þ + (0/25)  
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۶ .

5 22 8 9 8

9 9

x x x kº Þ º Þ = +(0/25) (0/5) (0/25)  

5 9 8 9 22 2 5( )k y y k+ + = Þ = - -(0/25) (0/25)  

9 22 3 5 3

5 5

y y y kº Þ º Þ = +(0/25) (0/5) (0/25)  
 5 9 5 3 22 1 9x k x k+ + = Þ = - -( ) (0/25) (0/25)  

۷ .p q= =7 10(0/25) (0/25),  
(0/5) ceabgf يا cebagf 

(0/5) eagbe يا ebage يا eagfe يا ebgfe 
 خير (0/25) زيرا رأس e در گراف G ماكزيمم درجه است؛ لذا درجۀ 

G صفر می باشد. يا آن در گراف
deg ( ) deg ( )G Ge p e= - = = Þ =1 6 0D  

Þ .SwH k¹LµÀIº G (0/25)  
 خير (0/25) زيرا رأس d احاطه نمی شود.. ۸

(0/25) N a N b N m V GG G G[ ] [ ] [ ] ( )  ¹ يا

g( ) [ ]G ³ =11

6
2  داريم (0/5)

} احاطه گر مينيمم می باشد. (0/25)  , , }a m d و از طرفی مجموعۀ سه عضوی
(0/25) g( )G = 3 پس

(0/5) { , , , , }f g h i j
۹ .(0/5) { , , , }b g a f

(0/5) { , , }c e h
(0/5) gc يا gf يا eh يا ec 

 رسم گراف (0/5). ۱۰

 
 { , , , }v v v v

2 5 8 11
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۱۱ .
5 4 3 2 1 2 3840

5´ ´ ´ ´ ´ =( !)
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۱۴ .
 w3 w2 w1

شنبه۳۲۱

يکشنبه۲۱۳

دوشنبه۱۳۲

A =
(0/25)

 w3 w2 w1

شنبه۲۱۳

يکشنبه۳۲۱

دوشنبه۱۳۲

(0/25)
B =

 w3 w2 w1

شنبه۳۲۲۱۱۳

يکشنبه۲۳۱۲۳۱

دوشنبه۱۱۳۳۲۲

(0/5)

Þ

چون اعداد دورقمی تكراری در مربع ساخته شده وجود ندارد؛ پس متعامدند. (0/25)
۱۵ .

 3 3 2 3 150
5 5- ´ - =( ) (0/25)

(0/25) (0/25) (0/25)  

۱۶ .n = ´ =3 3 9 تعداد لانه: (0/25)   
k k+ = Þ =1 21 20 (0/25)  

kn + = ´ + =1 20 9 1 181 تعداد كبوترها: (0/5)   
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