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  پيشگفتار ناشر
  
  

اي را در بـارور كـردن و شـكفتن     علمـي نقـش عمـده   هاي  ها، كنكورها و المپياد مسابقه
 توانسـته اسـت    كنند و بايد به جرأت ادعا كرد كه اين مسـابقه  آموزان ايفا مي استعدادهاي دانش

ط جهان را تا اعتماد به نفس لازم در جوانان عزيز كشورمان براي رقابت علمي با جوانان ساير نقا
  .حد زيادي افزايش دهند

آمـوزان را بـراي    توانند دانش هاي تحصيلي به هيچ عنوان نمي هاي موجود در دوره  كتاب
هـاي درسـي خـلأ موجـود      لذا لازم است در كنـار كتـاب  . ها اغنا كنند  ين رقابتآماده شدن در ا

در همـين راسـتا انتشـارات    . آموزان مستعد و ممتاز شناسـايي و پـر شـود    مخصوصاً براي دانش
تعالي و به كمك تني چند از اساتيد و دبيران ممتاز ايران و  خوشخوان با استعانت از حضرت حق

آور  مختلـف كـه اغلـب آنـان در زمـاني نـه چنـدان دور مـدال         هـاي  التحصيلان دانشگاه  نيز فارغ
آمـوزان ارائـه    هايي را تأليف و به دانـش  اند، كتاب سطح ايران و جهان بودهالمپيادهاي علمي در 

  .ار گيرندرآموزان و دبيران اين مرز و بوم ق اميد است مورد پسند و استفاده دانش .نمايد مي
  
  

  زاده رسول حاجي
 وشخوانمدير انتشارات خ



 
  

  مؤلف گفتار پيش
آموزان دبيرستاني به  ي رياضي در سطح دانش معتبرترين مسابقه) IMO(المپياد جهاني رياضي 

  .رود شمار مي
دبيرستاني سراسر جهان به عمل آموزان  براي رقابت علمي دانشاين مسابقه فرصت مناسبي 

. آموزان دبيرستاني داشته است آورده و نقش بسزايي در ايجاد علاقه به رياضيات در بين دانش
  .باشد هاي مثبت اين مسابقه شناسايي استعدادهاي برتر رياضيات مي يكي از كاركردهمچنين 
 1959در سال . بوده است تر شود، بسيار ساده چه كه امروزه برگزار مي از آن IMOدر ابتدا، 

 ي، جمهوري دموكراتيككاسلوا چكبلغارستان،  با شركت هفت كشور IMOي  اولين مسابقه
از آن زمان اين مسابقه . روماني و اتحّاد جماهير شوروي برگزار شد ستان،آلمان، مجارستان، له

اروپا  رفته رفته، كشورهاي ديگر بلوك شرقي). 1980البته به جز سال ( شود هرساله برگزار مي
و كشورهايي از اروپاي غربي و سپس كشورهاي متعدد ديگري از سراسر جهان به اين مسابقه 

  .كشور در اين مسابقه شركت كردند 104، 2009به عنوان مثال سال . پيوستند
تواند شش مسابقه دهنده به اين مسابقه  ور ميهر كش. ثابت و پايدار شدقالب مسابقه به سرعت 

به همديگر در حل مسائل كمك  كه بدون اين(دهند  بفرستد كه به صورت فردي مسابقه مي
كند  مي  شركت ها همچنين كشور شركت كننده يك سرپرست تيم كه در انتخاب مسأله. )كنند

به همين خاطر . فرستد ندارد، ميي افراد تيم تا پايان مسابقه تماسي  و به همين دليل با بقّيه
  .شود سرپرست دومي براي مراقبت از مسابقه دهندگان فرستاده مي

وقت داده گان ساعت به مسابقه دهند 5/4 روز هر. كشد دو روز طول مي IMOي  مسابقه
اولين . شود مسابقه دهندگان داده ميمسأله به  6شود تا سه مسأله حل كنند كه در مجموع  مي

  .باشد ترين مسأله مي و سومين مسأله سخت ترين مسأله معمولاً آسان هر روزمسأله در 
 1996مثلاً سؤال پنجم المپياد جهاني سال  .استثنائات قابل توجهي هم اتفاق افتاده استالبته 

آموز از بين صدها نفر به  دانش 6باشد كه تنها  ترين مسأله هاي المپياد جهاني مي يكي از سخت
  .كرده بودندكامل حل صورت 

1به كمتر از . باشد امتياز مي 42لذا بيشترين نمره ممكن . امتياز دارد 7هر مسأله 
  مسابقه  12

1مدال طلا و به كمتر از دهندگان 
1 تر از يا نقره و به كممسابقه دهندگان مدال طلا  4

2 
ها مدالي  به آن آموزاني كه به دانش. گيرد دهندگان مدال طلا يا نقره يا برنز تعّلق مي بقهمسا

كه يك مسأله را به صورت كامل حل كرده باشند، ديپلم افتخار تعّلق   تعّلق نگيرد به شرط آن
  .گيرد مي

  مادر عزيزيم  و  پدر  به تقديم
 ...  خواهم بود  و هستم   و  بوده  هاآندريغبيمديون زحماتكه همواره



پيشنهادي كننده مسائل   هاي شركت كشور. گيرند هاي متعددي را در بر مي مسائل، گامانتخاب 
 IMOه مسئولان اند ب اي مطرح نشده مسابقهخود را كه فرض بر آن است كه قبلاً در 

مسائل ( از مسائل پيشنهادي دريافت شده. كند اي پيشنهاد نمي كشور ميزبان مسأله. فرستند مي
كند  را انتخاب مي) ليست مسائل كوتاه(تري  ي انتخاب مسأله، ليست كوتاه ، كميته)بلندليست

أت هي. شود مي هاست، ارائه هاي تيم كه خود متشكّل از سرپرست IMOكه به هيأت داوران 
  .كند انتخاب مي IMOليست، شش مسأله را براي  مذكور از ميان مسائل كوتاه
ليست پيشنهادي براي المپيادهاي جهاني رياضي  ي مسائل كوتاه كتاب حاضر در بردارنده

  .باشد ها مي و پاسخ آن 2009تا  2005هاي  سال
ليست پنج  ي تفكيكي مسائل كوتاه در ادامه كتاب به اين صورت مرتب شده است كه بعد از ارائه

  .در بخش ديگر كتاب آمده استديد باز به صورت تفكيكي هاي  پاسخ  سال مذكور،
ي  هندسه و نظريه  مسائل كوتاه ليست هر سال به ترتيب شامل چهار موضوع جبر، تركيبيات،

ها اكثر موضوعات مختلف مطرح در مسابقات مختلف رياضي  براين اين مسألهبنا. باشد اعداد مي
  .گيرند را در بر مي

المللي  ي بين اي از مسائل پيشنهادي معتبرترين مسابقه كتاب چكيدهاز آن جايي كه مسائل اين 
آموزان كه در سطوح مختلف خود را براي شركت در  ، براي تمامي دانشباشد رياضي مي
البتّه مخاطب اين كتاب تمامي كساني . كنند، مثمر ثمر خواهد بود رياضي آماده مي المپيادهاي

  .برند هستند كه از حل كردن مسائل دشوار رياضي لذتّ مي
در . مندان رياضي انجام داده باشم مت ناچيزي به علاقهي اين كتاب خد اميدواريم با ترجمه

زاده، مدير انتشارات خوشخوان  ر جناب آقاي رسول حاجيقد دانم از زحمات گران پايان لازم مي
. عمل آورم نهايت امتنان را بهاند،  كه در تمامي مراحل تدوين اين كتاب مرا ياري فرموده

ي مسائل  شان در زمره ي از كشور عزيزمان ايران كه مسائل پيشنهاديهمچنين اسامي افراد
  :باشد ه شرح زير ميقرار گرفت ب 2009تا  2007هاي  ليست سال كوتاه
  2007سال  11ي  مسأله(آقاي اميد حاتمي( 
  2007سال  22ي  مسأله(آقاي داوود وكيلي( 
 2007سال  28ي  مسأله(اناري  آقايان محسن جمالي و نيما احمدي پور( 
  2008سال  17ي  مسأله(آقاي داوود وكيلي( 
  2008سال  22ي  مسأله(آقاي محسن جمالي( 
  2008سال  23ي  مسأله(آقاي مرتضي ثقفيان( 
 2009سال  18ي  مسأله(آبادي   آقاي حسين كركه( 
  2009سال  22ي  مسأله(آقاي ميرصالح بهاورنيا( 
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  سؤالات
 ايرا بيابيد به طوري كه چند جمله2ي  با ضرايب صحيح از درجهp(x)هاي تكين   ايتمام چندجمله  . 1

q(x)ه كيب صحيح وجود داشته باشد به طوري با ضراp(x)q(x)با ضرايب تماماً اي  يك چند جمله
 . باشد±1

fتمام توابع   . ي اعداد حقيقي مثبت باشد    گر مجموعه  بيان \+فرض كنيد    . 2 : + +→\ را بيابيـد    \
 كه طوري به

f (x)f (y) f (x f (y))= +2  
 .برقرار باشدy,xبراي تمام اعداد حقيقي مثبت 

  در شرايط s و r,q,pچهار عدد حقيقي  . 3

p q r s+ + + = 9 p        و      q r s+ + + =2 2 2 2 21 
abثابت كنيد . كنندصدق مي cd− ≥   . برقرار است(a,b,c,d) مانند (p,q,r,s) براي جايگشتي از 2

fتمام توابع  . 4 : →\   ي   حقيقي در معادلهy,x را بيابيد كه براي هر\
f (x y) f (x)f (y) f (xy) xy+ + = + +2 1  

  .كنندصدق مي
xyz اعداد حقيقي مثبت باشد به طوري كه zو y,xفرض كنيد . 5  . ثابت كنيد.  باشد1≤

x x y y z z
x y z y z x z x y

− − −
+ + ≥

+ + + + + +

5 2 5 2 5 2

5 2 2 5 2 2 5 2 2 0  

كه در هر اتاق حـداقل سـه        هاي آن توزيع شده است به طوري      يك خانه تعداد زوجي لامپ بين اتاق       . 6
هر . دهد، نه لزوماً از همان اتاق     ديگر تغيير وضعيت مي   هر لامپ دقيقاً با يك لامپ       . لامپ وجود دارد  
ثابت كنيـد بـه     . دهدزمان تغيير مي   را به صورت هم    ، وضعيت دولامپ  هاي دو لامپ  تغيير در وضعيت  

ها وجود دارد به طوري كه در انتها هـر         اي از تغييرات در سوئيچ    ها دنباله  از لامپ  ازاي هر حالت اوليه   
 .ي روشن و خاموش باشدهااتاق شامل لامپ

-هاي لبه ي خاصي براي فروش كلاه    يك شركت رويه  . يك عدد صحيح مثبت ثابت باشد     kفرض كنيد  . 7
پهن بعد از اين كه خودش يكي     تواند دو مشتري را براي خريد كلاه لبه       هر مشتري        مي         . پهن دارد 

هاي تازه  هر يك از اين مشتري    . شود تبليغ شده، شمرده نمي    خريد، تبليغ كند؛ تبليغ كسي كه قبلاً      
اگـر يكـي از دو مـشتري    . يابدتوانند به دو مشتري ديگر تبليغ كنند و به همين ترتيب ادامه مي            مي

صـورت  مستقيماً و يا بـه  . (پهن وا دارد نفر را به خريد كلاهkي يك نفر حداقلتبليغ شده به وسيله   
 نفر، كـلاه    nثابت كنيد اگر    . شودگاه آن نفر به صورت رايگان يك ويدئو برنده مي         ، آن )غيرمستقيم

nگاه حداكثرپهن خريده باشد، آنلبه
k + 2

  .  اندها ويدئو گرفته از آن

mي مستطيليدر يك صفحه . 8 n× از mnعع واحد، مربع مربهايي هستند كه در يك هاي مجاور، مرب
و هـر   هاست كه هر دو مربع متوالي آن، مجـاور باشـند  اي از مربعضلع مشتركند و يك مسير دنباله    

هـايي از صـفحه را    آميزيتعداد رنگ Nفرض كنيد . تواند سياه يا سفيد رنگ شود     مربع از صفحه مي   
نشان دهد كه حداقل يك مسير سياه از ضلع سمت چپ صفحه تا ضلع سمت راست آن وجود داشته  

 آميزهايي را نشان دهد كه در آن حداقل دو مسير سياه غيرمتقاطع تعداد رنگMباشد و فرض كنيد
mnNثابت كنيد . ت راست صفحه وجود داشته باشداز ضلع سمت چپ صفحه تا ضلع سم M≥2 2  .    



9  رگزيده پيشنهادي المپيادهاي جهاني رياضيمسائل ب
nفرض كنيد    . 9 ≥  nخواهيم هر ضلع و هر قطـر از يـك        مي. يك عدد صحيح مثبت داده شده باشد      3

nPضلعي منتظم  ....P1تر يا مساوي  را با عدد صحيح كمr كهگذاري كنيم به طوريبرچسب 
 (i) هر عدد صحيح بينr,1 به كار رودبه عنوان برچسب .  

(ii)   در هر مثلث i j kP P Pتر از سومي باشـند ايـن شـرايط داده    وي و بزرگها مسا دو تا از برچسب
  :شده است

(a)ترين عدد صحيح مثبت  بزرگrكه اين كار عملي باشد را بيابيد به طوري.  
(b)براي آن مقدار از rي خواسته شده وجود دارد؟آميز، چند رنگ  

10 . n اند بـه    وجود دارد، هر يك با يك طرف سفيد و با طرف سياه، كه در يك سطر چيده شده                   ماژيك
در هرگام، اگر ممكن باشد، ماژيكي با سمت بالاي سفيد . ها به سمت بالاستكه سمت سفيد آنطوري

ترين ماژيك به آن    كنيم و نزديك  ، آن را حذف مي    )هاي انتهايي ولي نه از ماژيك   (كنيم  را انتخاب مي  
 ماژيـك   2تواند به حالتي با     ثابت كنيد يك نفر مي    . كنيماز سمت چپ و از سمت راست را وارونه مي         

nبرسد اگر و تنها اگر    .   نباشد3 مضربي از 1−
ي هـا بـه وسـيله    هر جفت از مسأله   . دهندگان داده شد   مسأله به مسابقه   6رياضي  ي  در يك مسابقه   . 11

2 از بيش
5

-بقه مسا 2نشان دهيد حداقل    .  مسأله را حلّ نكرد    6هيچ كس   . دهندگان حلّ شد  مسابقه

 . مسأله حلّ كرده بودند5دهنده وجود داشت كه دقيقاً 
nفرض كنيد    . 12 na يك عدد صحيح داده شده باشد، و فرض كنيد1≤ ,...,a1اي از اعداد صحيح  دنباله

na مجموع   nكه  باشد به طوري   ... a+ τ,هـاي    نـشان دهيـد جايگـشت      .كنـد  را عاد مـي    1+ σ از
n,..., ,2 )كه براي تمام به طوري.  وجود دارد1 )i(i) (i) a mod n ،i , ,...,nσ + τ ≡ =1  . برقرار باشد2

n ضلعي محدب باشد،     n يك   Mفرض كنيد    . 13 .n− ≥3 n قطر سبز و     4 − - قطر ديگر قرمز رنگ    3
 ماكـسيمم   .كند  قطع نمي  Mرنگ همديگر را در داخل    كه هيچ دو قطر هم    شوند، به طوري  آميزي مي 

 . بيابيدM در داخل تعداد نقاط برخورد قطرهاي سبز و قرمز را
ABكه در شرط    ABCدر مثلث    . 14 BC AC+ = ي محاطي داخلي است     مركز دايره  Iكندصدق مي 3

 نقـاط   L,Kفرض كنيـد  . كند قطع مي  Eو  D را بر ترتيب در    BCو  ABي محاطي داخلي    و دايره 
 .تمحاطي اس ACKLثابت كنيد.  باشدIنسبت به Eو Dي قرينه

A: شـوند  انتخـاب مـي    ABCالاضلاع نقطه روي اضلاع مثلث متساوي     6 . 15 ,A2 B؛  BCروي 1 ,B2 1 
C؛ CAروي ,C2 A شش ضلعي محدب ها رئوساين. ABروي  1 A B B C C1 2 1 2 1 هر شش  است كه 2
B خطوط ثابت كنيد.  آن باهم برابرندضلع C ,A B1 2 1 C و2 A1  . رسند هم2

 DC,BC پرتوهـاي  Aي گذرا از نقطه   lخطّ متغير   . ع باشد الاضلا يك متوازي  ABCDفرض كنيد    . 16
هـاي   مراكز دواير محاطي خارجي مثلث     L,Kفرض كنيد   . كند قطع مي  Y,Xرا به ترتيب در نقاط      

ADY,ABX  باشند كه به ترتيب بر اضلاع DY,BXيي زاويـه ثابت كنيد اندازه.  مماسندKCL 
 . بستگي نداردlبه انتخاب 

آن برابـر و    AD,BC باشـد كـه اضـلاع        يك چهارضـلعي محـدب داده شـده       ABCDفرض كنيد  . 17
BEكـه  باشند به طوري  AD,BC به ترتيب نقاطي از اضلاع       F,Eفرض كنيد   . اندغيرموازي DF= 

تمـام  . اند متقاطع Rدر  AC,EF و خطوط  Q در EF,BD و خطوط    P در   BD,ACخطوط  . باشد
ها ي محيطي اين مثلثنشان دهيد دايره. يد در نظر بگيرF,E را به ازاي تغيير نقاطPQRهايمثلث
 .   دارندPجز ي مشتركي بهنقطه
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ABالزاويه با شرط    يك مثلث حاده   ABCفرض كنيد    .18 AC≠     باشد، فرض كنيد H      مركز ارتفـاعي آن و 
M ي وسط    نقطهBC نقاط  .  باشدD   روي AB   و E   روي AC اند كـه     چنانAE AD= وE,H,D 
 .عمود استADE و ABCهاي بر وتر مشترك دواير محيطي مثلثHMثابت كنيد . اندخطّهم

خطـوط  . كنـد  قطع مـي   L,K را در    (w)اشي محاطي داخلي   دايره ABCاز مثلث    AMي  ميانه . 19
 را در   BC,AY و AXخطـوط . كنند قطع مي  Y,Xرا دوباره در  w،BC و به موازات     L,Kگذرا از 
Q,Pثابت كنيد . كنند قطع ميBP CQ=. 

ترتيـب يـاي عمودهـاي مرسـوم از          به R,Q,P,F,E,D، فرض كنيد  ABCيالزاويهدر مثلث حاده   . 20
C,B,A,C,B,A ــر ــدDEو FD,EF,AB,CA,BC بــــ ــد.  باشــــ  ثابــــــت كنيــــ

P(ABC)P(PQR) P(DEF)≥  . استTگر محيط مثلث  بيانP(T) است كه2
a,...ي دنباله . 21 ,a2      :شوندبه صورت ذيل تعريف مي1

n n n
na (n , ,...)= + + − =2 3 6 1 1 2  

  .ي اين دنباله اول باشندتمام اعداد صحيح مثبت را تعيين كنيد به طوري كه نسبت به هر جمله
a,...فرض كنيد  . 22 ,a2 ي ي صحيح مثبت و نامتناهي جملـه اي از اعداد صحيح با نامتناهي جمله  دنباله 1

na فرض كنيد،    nصحيح منفي باشد و براي هر عدد صحيح مثبت         ,...,a ,a2  n  ،n در تقسيم بـر    1
 .  شودي متفاوت برجاي گذارند، ثابت كنيد هر عدد صحيح دقيقاً يك بار در دنباله ظاهر ميماندهباقي

فـــرض كنيـــد مجمـــوع . اعـــداد صـــحيح مثبـــت باشـــند f وe,d,c,b,aفـــرض كنيـــد . 23
S a b c d e f= + + + + abc هــر دوي + def+ و ab bc ca de ef fd+ + − − .  را عــاد كنــد−

 . مركّب استSثابت كنيد 
a با شـرط     a را بيابيد كه عدد صحيح يكتاي        n〉1تمام اعداد صحيح     . 24 n!<  موجـود باشـد بـه       0≥

naكه طوري  . باشد!n مضربي از 1+
، بيش  nيك عدد صحيح    . كنيممشخصّ مي  d(n) را با    nهاي عدد صحيح مثبت   عليهتعداد مقسوم  . 25

d(n)شود اگر براي تمام اعداد صحيح مثبت مضرب ناميده مي   d(m),m n> دو عدد بـيش  .  باشد>
m با شرط n,mمضرب صحيح  n<شوند اگر هيچ عدد بيش مضرب صـحيح  لي ناميده مي متواs اي 

mوجود نداشته باشد كه  s n<  باشد>
(a) نشان دهيد متناهي جفت(a,b) از اعداد بيش مضرب صحيح متوالي وجود دارد كه a | b.  
(b)      لنشان دهيد براي هر عدد او p شمار عدد صحيح مثبت بـيش مـضرب          بيr      وجـود دارد بـه 

  .خودش بيش مضرب باشدprكه طوري
naهستند به طوري كه      اعداد صحيح مثبتي     b,aفرض كنيد    . 26 n+        به ازاي هر عدد صـحيح مثبـت 

nb n,n+نشان دهيد . كندرا عاد ميa b=. 

nفرض كنيد    .27 n
n nP(x) a x a x ... a−

−= + + +1
1 naباشد كـه    0 ,...,a0  انـد و     صـحيحnn ,a≥ >2 0 

  . عدد مركبّ استP(m!)كه وجود دارد به طوريmثابت كنيد عدد صحيح مثبت . است
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   ها پاسخ

p(x) بايد به صورت     p(x)به وضوح،    . 1 x ax= ± ±2 aبراي  . حيح است  عددي ص  a باشد كه  1 = ±1 
aو   qكافي اسـت بـه ترتيـب    :  ويژگي خواسته شده را داردpاي ، چند جمله 0= q و 1= x= +1 

  .بگيريم
|حال فرض كنيد     a |≥ xي حقيقي دارد كه با       دو ريشه  p(x)پس.  باشد 2 ,x2 دهيم كـه    نشان مي  1
nهاي همچنين ريشه n

np(x)q(x) x a x ... a−
−= + + +1
1 ia هستند، 0 =   بنابراين. ∓1

n
n ni i ii i

a a... ...
x | x | | x |x | x |
−= + + ≤ + + <

−
1 0 1 1 11

1
  

| كندكه ايجاب مي x |,| x |<1 2 |اين بلافاصله حالت.  باشد2 a |≥ -كند و نيز چندجمله را حذف مي3

p(x)هاي  اي x x= ± −2 2 xي  مانـده اي بـاقي   را دو چنـد جملـه      1 x± +2 2  شـرط را بـه ازاي       1
q(x) x=   .كنند ارضا مي∓1

x بـا شـرايط خواسـته شـده عبارتنـد از             p(x)هاي  ايموع، چند جمله  در مج  ,x x± ± ±2 21 و 1
x x± +2 2 1.   

2. y (x)داده شده است، تابع      0< x yf (x)ϕ = x و + : اين تابع يك به يك اسـت      . ريد را در نظر بگي    0<
x)در حقيقت اگر     ) (x )ϕ = ϕ1 f باشـد آن گـاه    2 (x )f (y) f ( (x )) f ( (x )) f (x )f (y)= ϕ = ϕ =1 1 2 2 

fبنابراين، (x ) f (x )=1 ϕ  ،x  بنابراين طبق تعريف   2 x=1 fحـال اگـر     .  است 2 (x ) f (x ),x x〈 〉1 2 1 2 

xباشد، براي  x
y

f (x ) f (x )
−

= >
−

1 2
2 1

 : داريم0

(x ) (x )ϕ = ϕ1  دهد ي تابعي اكنون نتيجه ميمعادله.  غيرنزولي استfكه ناممكن است؛ بنابراين  ،2
f (x)f (y) f (x yf (x)) f (x)= + ≥2 fو نتيجتاً  2 (y) ≥ yبراي 2   به همان خاطر.  برقرار است0<

f (x yf (x)) f (xy) f (y xf (y)) f ( x)+ = = + ≥ 2  
y براي x)ي   روي بازه  fكندك برقرار است، كه ايجاب مي     دلخواه كوچ  به 0< , x]2    براي هر x >0 

x) هاي بايد روي اجتماع تمام بازه     fاما آن موقع    . ابت باشد ث , x]2   بر روي تمام x    هاي مثبت ثابـت
f هاxدهد براي تمامميي تابعي به ما حال معادله. \+باشد، يعني روي تمام (x) = ، كه به وضوح 2

   .يك جواب است
p بدون كاسته شدن از كليت مسأله فرض كنيد . 3 q r s≥ ≥   :داريم.  باشد≤

(p q r s) p q r s(pq rs) (pr qs) (ps qr) + + + − − − −
+ + + + + = =

2 2 2 2 2
30

2
 

pq كهاينديدن   rs pr qs ps qr+ ≥ + ≥ pqدهد   برقرار است و نتيجه مي     + rs+ باشد، امري  10≤
pحــال بــا قــرار دادن   . رودآســان بــه شــمار مــي    q x+ . آوريــم بــه دســت مــي  =

x ( x) (p q) (r s) (pq rs)+ − = + + + = + + ≥2 2 2 29 21 2 ــه معــادل  41 x) ك )(x )− − ≥4 5 0 
xچون . است p q r s= + ≥ xگيريم كه  است نتيجه مي+ ≥   .  است5

pبنابراين   q pq (r s ) pq (pq rs)≤ + + = − + + ≤ + −2 2 2 225 2 21 2 21 pq و يـا     2 rs− ≥  كـه   2
  .مطابق چيزي است كه خواسته شده

,p,q) چهارتايي مرتّب: توجه r,s) ( , , , )= 3 2 2    .، بهترين است2دهد تخمين نشان مي2
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yگذاري  با جاي  . 4 f)شود   نتيجه مي  0= ( ) )(f (x) )+ − =0 1 1 fو چون   ) 0 (x) هـا،  x براي تمـام     1=
fآوريم  ناممكن است، به دست         مي             ( ) = −0 x حـال قـرار دادن     .1 y و 1= = - نتيجـه مـي    1−

fدهد ( ) =1 f است و يا     1 ( )− =1 xگذاري  درحالت اول جاي  .  است 0 ي تابعي نتيجـه     در معادله  1=
fدهد مي (y ) y+ = +1 2 f)يعني (1 (x) x= −2   .  كه يك جواب است1

ــال ــدح ــرض كني f ف ( ) a= ≠1 ــد و1 f باش ( )− =1 ــد0 ــاي.  باش ــا ج ــذاريب ,x)گ y) (z, )=  و 1
(x , y) ( z , )= −   .شودي تابعي نتيجه ميدر معادله 1−

f (z ) ( a)f (z) z
f ( z ) f (z) z ( )

+ = − + +
− − = + + ∗

1 1 2 1
1 2 1

 

ــه مـــــي ــهآن نتيجـــ ــد كـــ fدهـــ (z ) ( a)f ( z ) af ( z )+ = − − − + +1 1 1 2 ــ1 . د باشـــ
fيعنــــــي (x) ( a)f ( x) a( x )= − − + −1 2 بــــــه صــــــورت مــــــشابه .  اســــــت1

f ( x) ( a)f (x) a( x )− = − + − −1 2   .دهدي قبلي نتيجه مياست، كه به همراه معادله 1
(a a)f (x) a x (a a)− = − − −2 2 22 2 2  

aحال = aبراي .  به وضوح ناممكن است2 { , }∉ 0 axfآوريم به دست مي2 (x)
a
−

= −
−
2 1

2
.  

aاين تابع شرايط خواسته شده را تنها         = fكند كه جواب   ارضا مي  2− (x) x= − - را نتيجه مـي    1−
a مانده كهدر حالت باقي . دهد fاست داريم  0= (x) f ( x)= yبـا قـرار دادن   .− z=و y z=  در −

fشود  ي تابعي و كاستن، نتيجه مي     معادله ( z) z= −22 4 f ، بنابراين 1 (x) x= −2  كـه در معادلـه      1
  .كندصدق مي
fها عبارتند ازجواب بنابراين (x) x ,f (x) x= − − = −1 2 f و1 (x) x= −2 1 .  

  :نامساوي خواسته شده معادل . 5
x y z x y z x y z ( )
x y z y z x z x y

+ + + + + +
+ + ≤ ∗

+ + + + + +

2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 2 2 5 2 2 5 2 2 3  

   طبق نامساوي كوشي داريم. است

(x y z )(yz y z ) (x (yz) y z ) (x y z )+ + + + ≥ + + ≥ + +
5 1

5 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2   
  و به همان خاطر

x y z yz y z
x y z x y z

+ + + +
≤

+ + + +

2 2 2 2 2

5 2 2 2 2 2
 

بـا جمـع زدن ايـن سـه         . آوريـم دو نامساوي مشابه ديگر به دست مي      (*) براي دو عبارت ديگر در      
  :دست آمده، داريمبهمساوي نا

x y z x y z x y z xy yz zx
x y z y z x z x y x y z

+ + + + + + + +
+ + ≤ +

+ + + + + + + +

2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 2 2 5 2 2 5 2 2 2 2 22  

xكه به همراه نامساوي مشهور  y z xy yz zx+ + ≥ + +2 2   .دهدي خواسته شده را ميبه ما نتيجه2
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هاي آن خاموش   هاي آن روشن و بعضي از لامپ      شود اگر بعضي از لامپ    يك اتاق اقتصادي ناميده مي     . 6

 مشخصّ  l با   lدوقلوي لامپ   . شوندشود دوقلو ناميده مي    تعويض مي  شاندو لامپ كه وضعيت   . باشد
 . كنيممي

 را دارد، و اين عـدد مطلقـاً         هاي غيراقتصادي ترين تعداد اتاق  ايم كه كم  فرض كنيد به حالتي رسيده    
  .مثبت است

 l0فرض كنيد لامپ .  در آن باشد  l0 انتخاب كنيم و لامپ      R0اجازه دهيد اتاقي غيراقتصادي به نام       
Rبا تغيير وضعيت    .  باشد R1در اتاق    ,l0 هاي غيراقتـصادي   كنيم؛ چون تعداد اتاق    را اقتصادي مي   0

 انتخـاب   R1 را در    l1حال لامپ   . دي كند ا را غيراقتص  R1بيابد، اين تغيير بايد اتاق    تواند كاهش   نمي
كنـد،   را اقتـصادي مـي     l1  ،R1يتتغييـر وضـع   .  قرار دارد  R2 در اتاق    l1 كنيم كه دوقلوي آن   مي

,...يي اين روند دنباله   كند با ادامه   را غيراقتصادي    R2بنابراين بايد  l , l1 -ها را به دست مي از لامپ  0

iil قرار دارد و     iRر اتاق    د ilآوريم كه    l +≠ iRهـا در اتـاق      iبراي تمام   1 -لامـپ .  قـرار دارد   1+
,...هاي l , l1  خاصيت است كه تغيير اين دنباله داراي اين. شوند به اين ترتيب تغيير وضعيت داده مي0

iilوضعيت , lاتاق ،iRرا اقتصادي و اتاق iR   .كند را غيراقتصادي مي1+
mفرض كنيد  kR R=  با شرط m k>     لين تكرار در دنبالـهي   او)iR ( فـرض كنيـد تغييـر     . باشـد

mlها را در    وضعيت لامپ  . ، غيراقتـصادي بـود    kl قبـل از تغييـر وضـعيت       kR قطع كنيم، اتاق     −1
kmlهايبنابراين لامپ  ,l−1  در اتاق kR    ا چون اين دو لامپ متمايزند    تغيير وضعيت داده شدهاند، ام

mها نظير آن  در حقيقت، دوقلوهاي  ( kl ,l−1اتاق )متمايزند ،kR        اكنون اقتصادي است آن چنان كـه 
R,...هاي  اتاق ,R1 mR و   0 دهد، هاي غيراقتصادي را كاهش مي    اين تعداد اتاق  .  اقتصادي هستند  1−

 .كه مخالف فرض ماست
ايـد ايـن اسـت كـه        چيزي كه به آساني بـه دسـت مـي         . هاي ويدئو باشد  تعداد برنده vفرض كنيد  . 7

vبراي vو1= = kترتيب حداقل به) n(ها  ، تعداد مشتري  2 +2 kو 3 +3  vبا استقرا روي    . است5
n كنيم كه اگرثابت مي k≥ nگاه  آند باش1+ (k )(v )≥ + + −2 1    . است1

 داده v〉0بـراي   ) n(هـا   توانيم فرض كنيم كه تعداد مـشتري      بدون كاسته شدن از كليت مسأله مي      
كسي به غير از خودش ي هيچ را در نظر بگيريد كه به وسيلهPفرد . شده، مقدار مينيمم ممكن است

توانـست بـدون     مـي  Pبايد يك ويدئو  برده باشد؛ در غيراين صورت          Pگاه  تقاعد نشده است آن   م
 دو فرد متقاعد شـده بـه        R,Qفرض كنيد   . هاي ويدئو از گروه حذف شود     كاسته شدن تعداد برنده   

 براي خريـد كـلاه اسـپانيايي        Q از طريق    Pي  مجموعه افرادي را كه به وسيله     .  باشند Pيوسيله
 را Pهاي ديگر به جز  ام مشتري ي تم كنيم و مجموعه   مشخصّ مي  C با   Qاند به همراه    متقاعد شده 

vگاه آن. ، باشدCهايي ويدئو در   تعداد برنده  xفرض كنيد   . كنيم مشخصّ مي  Dبا   x− ي برنده1−
|.  خواهدبود Dويدئو در    C | (k )(x )≥ + + −2 1  باشـد و  x〉0  برقرار است طبق فرض استقرا اگر         1

xاگـــر  |مـــشابهاً، . برنـــده اســـتP باشـــد چـــون0= D | (k )(v x)≥ + − −2  بنـــابراين 1
n (k )(x ) (k )(v x)≥ + + + − + + − −1 2 1 1 2 nيعني  1 (k )(v )≥ + + −2 1 1  
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T,mي دو بعدي    فرض كنيد يك صفحه    . 8 n×       ًدر نظرگرفته شود، كه دقيقا k   عنمـا  ها پشت  تا از مرب
 به صورت مشابه به نظر      بنابراين از طرف ديگر   (شود  نما، تنها از يك طرف رنگ مي      مربع پشت . باشند
 ).نه لزوماً يك رنگ( دو طرفش رنگ شود نما، در حالي كه مربع غير پشت)رسدمي

Cفرض كنيد    C(T)= هايي از صفحه باشد كه در آن دو مسير سياه از يـال             آميزيي رنگ  مجموعه
نمـايي  ه در هـيچ مربـع پـشت       سمت چپ به يال سمت راست باشد، يكي در بالا و يكي در پايين ك              

kاگر. متقاطع نباشند |گاه  باشد آن0= C | N= kكنيم كه  ثابت ميk ، با استقرا روي2 | C | N≤ 22 
|اين، حكم مسأله را به ازاي : است C | M= براي k mn=ايجاب خواهد كرد .  

بـه  qاگـر   :  را در نظر بگيريد    C رنگ شده در   Bهر  . نماي ثابت باشد   يك مربع پشت   qفرض كنيد   
k با   ′Tي جديد   ي تبديل شد، يك صفحه    نمايمربع غير پشت   آيـد،  نما به دست مـي     مربع پشت  1−

kپس طبق فرض استقرا  | C(T ) | N1 22 − ′  شامل دو مسير سياه است كه حداكثر يكي از Bچون . ≥
 را  ′Cآميزي ديگري در     به هر رنگ در طرف ديگر، رنگ       qآميزي  گذرد، رنگ مي qاين دو مسير از   

|نتيجه خواهد داد؛ بنابراين   C(T ) | | C(T) |′ ≥ kكند ، كه ايجاب مي2 | C(T) | N22 باشد و استقرا ≥
  .شودميكامل 

] را بـا     XYخـطّ   اجازه دهيد برچسب پـاره     . 9 ]XY        مـشخصّ كنـيم، كـه X   وY      در آن رئوسـي از 
]اي را كه داراي  برچسب ماكزيمم است با برچسب           MNخط  هر پاره . چندضلعي هستند  ]MN r= 

iP، براي هر (ii)طبق شرط . كنيممشخصّ مي M, N≠ ،هاي خطدقيقاً يكي از پارهi iP N,P Mبا r 
: شوند به دو گروه مجزّا افراز مي      ضعلي nهاي  ي تمام رأس  بنابراين مجموعه . شودگذاري مي برچسب

[ ] [ ]i i i iB {P | P N r},A {P | P M r}= = = گـذاري   برچـسب  r با   XYخطكنيم كه پاره  ادعا مي . =
بدون كاسته شـدن از كليـت       . شود اگر و تنها اگر دو نقطه از دو گروه متفاوت را به هم وصل كند               مي

Xمسأله فرض كنيد  A∈اگر .  باشدY A∈گاه  باشد، آن[ ] [ ]XM YM r= =.   

] بنابراين ]XY r< اگـر   .  استY B∈  گـاه   باشـد، آن[ ]XM r=   و [ ]YM r<     بنـابراين طبـق ،
[ ]XY r,(ii)=عاي ماستاست كه مطابق اد .  

-ي گـروه كند به طور يكتـا بـه وسـيله   را ارضا مي(ii)گذاري كه شرطگيريم يك برچسب نتيجه مي 

  .   شودكنند تعيين مي صدق مي(ii) كه در شرطB وAهاي داخلگذاري و برچسبBوAهاي
(a)  با استقرا رويn  ترين مقدار ممكن    كنيم كه بزرگ   ثابت ميn , r−1  ي اهيـده بتحـالات   .  اسـت

n ,1 nاگر  .  بديهي هستند  =2 ≥ هـاي  هايي كه رأس  خطهاي متفاوت از پاره    باشد، تعداد برچسب   3
A) همچنينB (    كنند از را به هم وصل مي| A | |همچنين ( 1− B | كند، در حالي كه  تجاوز نمي)1−

. شـوند گذاري مي برچسبr وصلند با B وصلند و به رأسي در Aهايي كه به رأسي در    خطتمام پاره 
rبه همان خاطر     (| A | ) (| B | ) n≤ − + − = −1 1 هاي مذكور  تساوي برقرار است اگر تمام برچسب     . 1
  .  متفاوت باشند
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(b)  فرض كنيد naهاي به شرطگذاري تعداد برچسبr n= -به كمك استقرا ثابـت مـي  .  باشد1−

nكنيم كه    n
n!(n )!a

−
−

= 1
1

2
nاي  اين بر .  است  n بديهي است، پس فرض كنيد       1= ≥ اگـر  . باشـد  2

| A | k=   هاي ثابت باشد، گروهA،B   به n
k
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ي  مجموعـه .شـوند تواننـد انتخـاب مـي    طريق مـي  

nتواند از ميان  ميAهاي به كار رفته در   برچسب ,..., ,−2 2 n به 1
k
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠

2
1

حال .  طريق انتخاب شود

n و ka به ترتيب به (ii)مطابق شرطتوانند  ميB وAهايهاي موجود در گروهخطپاره ka  طريق −
  .گذاري شوندبرچسب

.  اسـت B معادل انتخـاب Aشود، چون انتخاب اي، دوبار شمرده مي   گذاريدر اين روش هر برچسب    
                                                               :هددنتيجه مي

n n
k n k

n k n k
k k

n n a an!(n )!a a a .
k k (n ) k!(k )! (n k)!(n k )!

− −
−

−
= =

−⎛ ⎞⎛ ⎞ −
= =⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑
1 1

1 1

21 1
12 2 1 1 1  

n

k n k n
k

n!(n )! n!(n )!.
(n )

−

− − − −
=

− −
= =

−
∑

1

1 1 11

1 1 1 1
2 1 2 2 2  

براي شروع، توجه كنيد كه     . كنيم مشخصّ مي  Rترين ماژيك را با    و راست  Lترين ماژيك را با     چپ . 10
بنابراين،  اگر فقط دو ماژيك باقي بماند، اين دو . هاي سمت بالا سياه ثابت استزوجيت تعداد ماژيك

 .هاي سمت بالاي يكساني داشته باشندماژيك بايد رنگ
آميز پايان يابد اگـر و  صورت موفقيتتواند به   نشان خواهيم داد كه بازي مي      nبه كمك استقرا روي     

nتنها اگر  (mod )≡0 n يا 3 (mod )≡ 2  در حالت اول سياه و در R,L باشد، و اين كه سمت بالاي     3
  .حالت دوم سفيد خواهدبود

nگزاره براي    ,= 2 ايم، و موقعيت ماژيـك  اي تمام كردهn كه بازي را براي    فرض كنيد .  واضح است  3
X )    را كه آخرين مورد حذف شده بود با         ) با شمارش از سمت چپk  علاوه بـر تمـام     .  مشخصّ كنيم

n و با    XتاL ماژيك از    kهاي با شدن بازي، زير بازي    k− . اند هم پايان يافته   R تا  X ماژيك از  1+

k سياه بوده است اگر      L، سمت بالاي  X به همان خاطر، قبل از حذف شدن       ≡
3
 بوده باشد و سـفيد      0

≡k اگر   استبوده
3

به همان خاطر،   .  معكوس شده بودند   X  زمان حذف  R,Lهايماژيك.  بوده باشد  2

k سفيدند اگر و تنها اگر R,Lدر موقعيت نهايي     n k≡ − + ≡1 ≡kدهـد  باشد كه نتيجـه مـي  0
3

2 

kاست و سياه است اگر و تنها اگر     n k≡ − + ≡1 nدهد باشد كه نتيجه مي2
3
  . است≡0

nتواند به بازي با  ماژيك ميn با از طرف ديگر، بازي − رم و هاي دوم، چها ماژيك با حذف ماژيك3
  .      دهدپايان ميرا اين استقرا . كاهش يابد) با همين ترتيب(سوم 
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مسأله حل كرده باشـند كـه       iها دقيقاً    تا از آن   iaدهنده وجود داشته باشد و       مسابقه nفرض كنيد  . 11
a ... a n+ + =0  يـك   Cي  دهنـده  كه در آن مـسابقه     (C,P)هاي  اجازه دهيد تعداد جفت   . است5

 جفـت   15هـر جفـت از      .  مشخصّ كنيم و محاسبه كنيم     Nبا  باشد  حل كرده    را   Pجفت از مسايل    

nي مــسأله حــداقل  بــه وســيله +2 1
5

كنــد دهنــده حــل شــده بــود، كــه ايجــاب مــي مــسابقه
nN n2 115 6 3
5
+

≥ = i(iآموز،   دانش iaاز طرف ديگر،    .  باشد + )−1
2

 جفت مسأله حـل كردنـد؛       

 بنابراين  

 n N a a a a n a ( a a a a )+ ≤ ≤ + + + = + − + + +2 3 4 5 5 3 2 1 06 3 3 6 10 6 4 3 5 6 6   
aنتيجتاً   ≥5 aفرض كنيد   .  است 1 =5 Nگاه بايد داشـته باشـيم       آن.  باشد 1 n= +6 ، كـه تنهـا     4

nي دقيقاًها به وسيله جفت از مسأله   14زماني ممكن است كه      +2 1
5

آموز حل شده باشد و بقيه  دانش

nيبه وسيله  +
+

2 1 1
5

 مـساأله حـل     4آموزان به جز برنـده      آموز حل شده باشد، و تمام دانش       دانش 

  .كرده باشند
هـايي از   شـود و جفـت    ي برنده حل نشده باشد سخت ناميده مي        در صورتي كه به وسيله     tيمسأله

nي مسايل كه به وسيله +
+

2 1 1
5

 .شونداند، مخصوص ناميده ميآموز حل شده دانش

 مـشخصّ كنـيم و   pM باشد را بـا  pي ثابت  شامل مسأله  Pكه  (C,P)هاي  اجازه دهيد تعداد جفت   
. انـد  را حـل كـرده  pي دهنـدگاني باشـد كـه مـسأله      تعداد مـسابقه   pbفرض كنيد . محاسبه كنيم 

tپس tM b= ، )انـد ه حـل كـرد    tي شـامل    آموز مورد نظر سه جفت مسأله      دانش tbهر يك از   (3
pو pM b= +3 p براي   1 t≠)     از طـرف  ). هاي مذكور حـل كـرده اسـت      برنده، چهار جفت از جفت

nي بـه وسـيله    pديگر، هريك از پنج جفت شـامل       +2 1
5

n يـا   +
+

2 1 1
5

آمـوز حـل شـده،       دانـش  

pMبنابراين n= +2 pMشد وگرنه باp است اگر جفت مخصوص شامل 2 n= +2   . است1

nحال چون  +2 t يا 2 tM b n= = +3 2 n يا 2است، داريم 1 + ≡
3

2 1 p ، امـا اگـر  0 t≠ اي  مـسأله

p، داريم   باشد كه در جفت مخصوصي يافته نشود       pM b n= + = +3 1 2 n؛ بنابراين   1 + ≡
3

2 1  كـه   ،1
  .يك تناقض است

τ,هاي مطلوب   فرض كنيد جايگشت   . 12 σ  ي   براي دنبالهna ,...,a1   ي  دنباله.  وجود داشته باشدi(b با (
i(a با   nي كه به پيمانه   nمجموع مضرب  iبگيريد( در دو موقعيت متفاوت است،       ( ,i2 داده شـده   ) 1

′,هاي مطلوب   توان جايگشت دهيم چگونه مي   مي نشان.  است ′τ σ   ينباله را براي دi(b در .  ساخت (
 nي ديگري كه مجمـوعش مـضربي از         هاي مطلوب را براي هر دنباله     توانيم جايگشت اين روند، مي  
 . باشد، بسازيم
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دانيم كه براي هرمي
n

i(i) (i) b ,i i ,iσ + τ ≡ ≠ 1 i...ي دنباله. ، است2 ,i ,i3 2   :سازيمرا به شرح ذيل مي1
kiبراي هر ,k+ ≥1   كه انديس يكتايي است به طوري2

n
k k ik(i ) (i ) b ( )− +σ + τ ≡ ∗1 1  

pفرض كنيد  qi i=      ترين   يك تكرار در دنباله با كوچكq عا مي .  باشدكنيم كـه  ادp p يـا  1= = 2 
kبراي  (*) باجمع زدن   .  باشد p〉2فرض خُلف كنيد كه     . است p,p ,...,q= + −1  و در نظر گـرفتن      1

kتـــــساوي k ik(i ) (i ) bσ + τ ki بـــــراي= i ,i≠ 1 آوريـــــم بـــــه دســـــت مـــــي 2
n

p p q q p q(i ) (i ) (i ) (i ) b b− − −σ + σ + τ + τ ≡ +1 1 pچــون . 1 qi i=دهــد كــه  اســت، نتيجــه مــي
n

p q q(i ) (i ) b− − −σ + τ ≡1 1 pباشد و به همان خاطر     1 qi i− −=1 بنـابراين  .  باشد كه يك تناقض است     1
pمطابق ادعاي ما  pيا 1= =   .است2
  :كنيمهاي ذيل را تعريف ميحال جايگشت

qبراي  k k(i ) (i ), (i ) (i ) k , ,...,q− −′ ′σ = σ σ = σ = −1 1 1 2 3 1  

kبراي k
(i ) p

(i ) , (i ) (i ) k , ,...,q
(i ) p +
τ =⎧

′ ′τ = τ = τ = −⎨τ =⎩
2

1 1
1

1
2 3 1

2
  

q(i)براي (i), (i) (i) i {i ,...,i }−′ ′σ = σ τ = τ ∉ 1 1  
′,هاي  جايگشت ′τ σ    در حقيقت،   .  ويژگي مطلوب را دارندi(i) (i) b′ ′σ + τ هـر   به وضـوح بـراي       =

i i≠ iبرقرار است، اما پس آن براي 1 i=   .  هم بايد برقرار باشد1
.  را مشخصّ كنـد dها روي قرمز نقطه- تعداد برخوردهاي سبزdC، فرض كنيد dبراي هر قطر سبز      . 13

ddپيدا كردن ماكسيمم مقدار ممكن مجموع ما يوظيفه C∑روي تمام قطرهاي سبز است . 
jفرض كنيد    id ,d         دو قطر سبز باشند و فرض كنيد بخشي از M        كـه بـين j id ,d   اسـتm  رأس 
nحداكثر  . داشته باشد  m− j قطر قرمز، هر دوي   1− id ,dكنند، در حالي كه را قطع ميm  قطر 2−

jمانده حداكثر يكي ازباقي id ,dدهد كهآن نتيجه مي. كندرا قطع مي:  
d di jC C (n m ) (m ) n m ( )+ ≤ − − + − = − − ∗2 1 2 2 4  

ndي  حال قطرهاي سبز را در دنباله      ,...,d ,d−3 2 -به آساني ديده مي  . كنيمبه صورت ذيل مرتب مي    1
d كه دو قطر     شود ,d2 n را به دو مثلث و يك        M وجود دارد به طوري كه     1 -قسيم مـي   ضلعي ت  2−

dكنند؛ پس دو قطر      ,d4 nكه وجود دارند به طوري3 n ضلعي را به دو مثلث و يك 2− −  ضـلعي  4
اين روند را تا زماني كه به يك مثلث يا چهارضـلعي            . يابدكند و به همين ترتيب ادامه مي      تقسيم مي 

k بين   Mحال بخشي از  . دهيمدامه مي برسيم ا  kd ,d −2 2 k بـراي  1 r≤ n، حـداقل    1≥ k−2  رأس 
nدارد، كـــــــــه بـــــــــراي  r e,e { , }− = + ∈3 2  اســـــــــت؛ بنـــــــــابراين، 01

dطبق dk kC C n k ,( )− + ≤ + − ∗2 1 2 2 dnC  آن،  علاوه بـر  . است4 n− ≤ −3 جمـع زدن   . اسـت  3
  .دهدنتيجه مي

r
d d dn

k
C C .... C (n k ) e(n ) r e( r ) (n )2 2

1 2 3
1

32 4 3 3 3 1 3
4−

=

⎡ ⎤+ + + ≤ + − + − = + + = −⎢ ⎥⎢ ⎥
∑  

 اگر            باشد
 اگر            باشد
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nAفرض كنيد . آيداين مقدار در مثال ذيل به دست مي A ,...A1 2 ،nِضلعي M باشد و فرض كنيد 
nl 1
2

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
iقطرهاي  . باشد j ij l ,...,n A A ,i ,..., l A A= + =، ، 12 شوند، در حالي   سبز رنگ مي   3

lكه قطرهاي    j ij ,..., l A A ,i l ,...,n A A+= − = +، ،1 23 1 شـوند، بنـابراين جـواب       قرمز رنگ مي   1

(n )23 3
4
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎢ ⎥

  .است

 به ترتيب نقاط تماس دواير     N,M باشد و    ACي محاطي داخلي با      محلّ تماس دايره   Fفرض كنيد    . 14
 مركـز   aIي محاطي داخلـي باشـد و       مركز دايره  Iاگر  .  باشند BC,ABبا  خارجي متناظر   محاطي  

 Aي محاطي خارجي نظير رأسي تماس دايره نقطهP باشد و Aظير رأس ي محاطي خارجي ندايره

aداريم  .  باشد ACبا پرتو    a

a a

AI AIAI AI
IL IF I P I N

= = aAILكنـد كـه    ، كه ايجاب مـي     = AI N∆ ∆∼ 

ــد ــابراين. باش ــشابه    AN روي Lبن ــورت م ــه ص ــرار دارد، و ب ــرار داردCM روي K ق .  ق
y CF,x AF= ــد= ــون .  بگيري CEچ BN y,AD BM x,BD BE= = = = ــرط  = ــت ش  اس

AB BC AC+ = ENدهد   نتيجه مي  3 x,DM y=  MKA,CLNهـاي   حـال مثلـث   .  اسـت  =
AD در شرط    LE,KDهاي  اند چون ارتفاع  متشابه EN,DM CE,DK EL= = . كنند صدق مي =

AKMبنابراين  CLN∠   . محاطي باشدACKLكند  كه ايجاب مي است∠=
C رأس چهارم لوزي     Pفرض كنيد  . 15 A A P2 1 Cچون  . باشد2 PC∆ 2 الاضلاع است، به آساني     متساوي 1

Bگيريم كه   نتيجه مي  B C P1 2 PBبنـابراين   . اسـت  هم لـوزي     1 A∆ 1 الاضـلاع اسـت و      متـساوي  2

(C A ,C B ) A PB∠ =∠ = °2 1 1 2 2 1 AC~شود كـه    به آساني نتيجه مي   . است60 B BA C1 2 1 2∆  و  ∆=
ACنتيجتاً   BA=1 BA است؛ مشابهاً  1 CB=1 Aبه همان خـاطر مثلـث       .  است 1 B C1 1 - متـساوي 1

Bحال از   . الاضلاع است  B B C=1 2 2 Aشود كه    نتيجه مي  1 B1 Cي   زاويه 2 A B∠ 1 1 . كندرا نصف مي  1
ــشابهاً،  Cمـ A ,B C1 2 1 ــاي 2 A زوايـ B C∠ 1 1 Bو1 C A∠ 1 1 ــصف مـــي1 ــابراين  را نـ ــد؛ بنـ كننـ

C A ,B C ,A B1 2 1 2 1 Aي محاطي داخليز دايره در مرك2 B C1 1   . هم رسندABCيعني مركز 1

ALDچون   . 16 AYD KAB, ADL KBA BCD∠ = ∠ =∠ ∠ =∠ = ° − ∠
1 1180
2 2

هاي  است، مثلث  

LDA,ABKابراينبنــــ. انــــد متــــشابهBK BK AB DC
BC AD DL DL

= =  اســــت كــــه بــــه =

LDCهمراه CBK∠ LDCدهد به ما مي∠= CBK∆   به همان خاطر ∽∆
KCL BCD ( LCD KCB) BCD ( CKB KCB) CBK∠ = °−∠ − ∠ +∠ = °−∠ − ∠ +∠ = °−∠360 360 180  

 . كه ثابت است
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