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طلوع نگاه، شروع شراب 

از مختصات نام توست

ايمان من در حلقۀ هندسۀ اندام توست! (احسان حائری)

اگر به خاطر چاپ قسمتی از شعر زيبای احسان حائری به جای مقدمۀ ناشر، ما را گرفتند و بردند زندان، شما بياييد بگوييد بابا بچه بود! 

نفهميد، خامی كرد، شما ببخشيدش!

و اين گونه اين كتاب باارزش و انتشارات را و من حقير را از خطر برهانيد!

البته به نظرم در اصل بايد خود شاعر را دستگير كنند كه چرا اصلن به اين چيزها فكر كرده! ولی به هر حال نشر اين افكار هم خودش 

جرم بزرگی است. 

ولی عيبی نداره! هندسه و خصوصن اين كتاب هندسه، ارزشش را دارد كه آدم برايش زندان هم برود. 

خُب! راستش كتاب هندسۀ يازدهم ظاهرن كلن سخت است. اين كتاب كه برايش زحمات فراوانی كشيده شده و خون  دل های زيادی 

خورده  شده، محصول ذوق خوش و نبوغ رسول محسنی منش و همكاران او است كه اندكی از روح خود را در آن دميده اند! اميدوارم از 

خواندن اين كتاب به كفايت كيف كنيد!

رسول  جان، كيوان صارمی عزيز, خانم يگانه فلاحی گرامی از همشون مرسی به خاطر زحمت ها و كمک هاشون.

ايمان جان از تو هم خيلی ممنون، هم به خاطر اين كه در شعر بالا اسمت هست (اميدوارم تو را با من دستگير نكنند) و هم به خاطر اين كه دستت 

درد نكند كلن و جزئن! از آقايان حسن غفوری، محمد يونسی و شايان شكرفروش هم به خاطر كمک هايشان برای بهتر كردن كتاب ممنونم. 

خيلی هم خوب!  

 

 تقدیم به
زنده یاد پرفسور مریم میرزاخانی

رسول محسنی منش  



به كتاب هندسه خيلی سبز خوش آمديد.
نحوۂ استفاده از کتاب: 

اگر به مدرسه يا كلاس می رويد در مورد استفاده از كتاب حتماً از معلمتان بپرسيد. ما به شدت اعتقاد داريم كه «درس معلم زمزمۀ
محبت و موفقيت است»، با راهنمايی معلمتان در مورد ترتيب خواندن درس نامه ها و حل كردن تست ها و بررسی پاسخ ها، برنامه ريزی و 

اجرا كنيد.
چيزهايی  اول درس نامه را خوب و كامل بخوانيد.  اگر به شكل خودآموز از كتاب استفاده می كنيد توصيۀ ما اين است كه: 
يک بار ديگر فقط تست های درس نامه  از درس نامه كه مهم است را مشخص كنيد، يا برای خودتان يادداشت برداريد و خلاصه كنيد. 

برويد سراغ تست ها، پاسخ تست ها را اول از پاسخ نامۀ كليدی چک كنيد و بعد برويد پاسخ های تشريحی را بخوانيد. را حل كنيد. 
 ساختار کتاب:

 درس نامه:

داريم:  و   ، در درس نامه آيكن های 
نشان دهندۀ نكته ای است كه يا يادگرفتنش لازم است يا باعث می شود تست را سريع تر و بهتر حل كنيد.

نشان دهندۀ يک اشارۀ كوچک به مطلب، مفهوم، توضيح يا مثالی است كه باعث می شود مطلب را بهتر بفهميد و يا برای جلوگيری 
از اشتباه فهميدن يک مطلب است.

نشان دهندۀ يک تعريف، فرمول، مقدار يا ... از درس های قبلی يا سال های قبل است.
در درس نامۀ كتاب سعی كرده ايم از جدول، دسته بندی و هر چيزی كه باعث می شود درس را بهتر و مؤثرتر ياد بگيريد استفاده 

كنيم. حواستان باشد كه برای بررسی بعضی از جدول ها بايد حسابی وقت بگذاريد.
تک تک مثال ها و تست های درس نامه به گونه ای انتخاب شده اند كه اولاً كاربرد نكته ها و مفاهيم گفته شده را ببينيد و ياد بگيريد 
و ثانياً مفاهيم و تمارين كتاب درسی و هر آن چه كه به فهم بيشتر مطالب كتاب درسی كمک می كند را ديده باشيد. نمونه های اصلی 
و پرتكرار تست های كنكور را ببينيد. باز هم توصيه می كنيم بعد از اين كه درس نامۀ هر درس را خوب و كامل خوانديد برگرديد و يک 

 بار ديگر تست های درس نامه را حل كنيد.
 تست ها:

تست ها را با وسواس خيلی زيادی چيده ايم تا روند تسلط شما بر مطالب آسان تر شود، پس حتماً سعی كنيد با همان ترتيب تست ها 
را حل كنيد.

تمامی تمارين و مثال های كتاب درسی و كنكور سال های اخير را در كتاب خواهيد ديد، حتماً توجه ويژه ای به آن ها داشته باشيد.
به شدت به تغيير فضای تست های كنكور توجه داشته ايم و سعی كرديم تا حد امكان شما را با ذائقۀ طراحان كنكور در سال های 

اخير آشنا كنيم.
و ... را داريم كه نشان دهندۀ روش های مختلف حل   ، در حل تست ها چه در درس نامه و چه در پاسخ ها نمادهای 

متداول ترين راه حل و يا سريع ترين آن ها آمده است.متداول ترين راه حل و يا سريع ترين آن ها آمده است. يک تست است. معمولاً در 

تقدیم به 
همۀ  دانش آموزان و معلم های خوب ایران



آيكن آيكن  نشان دهندۀ مهم ترين تست ها است, پس اگر وقت كمی داريد, ابتدا روی اين سؤال ها تمركز كنيد. آيكن  نشان دهندۀ 
سؤال های دشوار است و می توانيد حل كردن آن ها را بگذاريد برای انتهای مطالعۀ هر درس, يعنی بعد از اين كه روی ساير تست های آن 

درس تسلط پيدا كرديد.
غير از تست های دشوار, بقيۀ تست ها با آيكن غير از تست های دشوار, بقيۀ تست ها با آيكن  مشخص شده اند تا خودتان بعد از حل آن ها مشخص كنيد كه برايتان سخت هستند 

يا آسان, مثلاً می توانيد تست هايی را كه به نظرتان آسان است به  و تست هايی را كه به نظرتان سخت است به  تبديل كنيد!
 اشارات:

در انتهای هر كدام از فصل ها يک آزمون داريم. توصيۀ شديد و اكيد داريم كه تا وقتی همۀ مطالب فصل را خوب ياد نگرفته ايد و 
تست های فصل را حل و دوره نكرده ايد سراغ آزمون نرويد.

توصيۀ ما برای استفاده از پاسخ نامه اين است:
تعداد مشخصی تست برای يک نشست انتخاب و حل كنيد (مثلاً ۳۰تا). 

درستی پاسخ ها را از روی پاسخ نامۀ كليدی بررسی كنيد.
برگرديد و سعی كنيد تست هايی را كه جواب نداده ايد يا غلط زده ايد دوباره حل كنيد.

برويد سراغ پاسخ نامۀ تشريحی، اول پاسخ تست هايی را كه جواب نداده ايد و يا غلط زده ايد ببينيد و بعد از اين كه اين ها را خوب 
فهميديد و ياد گرفتيد شروع كنيد از اول نگاهی به همۀ پاسخ ها بيندازيد. بررسی  ،  ،  ها و  ها باعث می شود به 

همۀ نكته ها و ريزه كاری های درس مسلط شويد.
و حرف آخر هم اين كه:

برای اين كه اين كتاب بهترين باشد كلی كار كرده ايم. به نظر خودمان خيلی خوب شده است  و اميدواريم نظر شما هم همين باشد.
اگر اشتباه، غلط، جابه جايی يا ... در كتاب ديديد حتماً برايمان بفرستيد تا هم اصلاح و هم تشكر كنيم.

تشكر بسيار ويژه از دكتر كميل نصری برای تمام دلسوزی هايش و شرايط فوق العاده ای كه در روند تأليف برايمان ايجاد كرده.
از مهندس كيوان صارمی عزيز كه در تمام مراحل كتاب با وسواس و دقت بی نظيرشان همراه ما بودند تشكر می كنيم.

از تمامی دوستان و همكارانمان در انتشارات خيلی سبز، خصوصاً خانم فلاحی كه زحمت پيگيری تمام امور اين كتاب را داشتند، تشكر می كنيم.

 @riazikheilisabz هرگونه سؤالی كه دربارۀ تست ها داشتيد را می توانيد از طريق كانال
از ما بپرسيد

  @mathmohsenimanesh 
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¢¢OO، با مماس مشترک خارجی اين دو دايره كدام وضعيت را دارد؟- ۱۹۷ O¢¢ مماس خارج اند. دايره ای به قطر دو دايرۀ نامساوی به مركزهای O و
(رياضى 94) ۴) نامشخص  ۳) متخارج  ۲) مماس  ۱) متقاطع 

۱۹۸ - M با مماس مشترک خارجی در نقطۀ OO¢¢ دو دايره به شعاع های ۹ و ۴ واحد مماس بر هم اند. دايرۀ به قطر
(رياضى خارج 98)  مشترک اند. فاصلۀ M از نقطۀ تماس دو دايره، كدام است؟ 
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درس ۳: چندضلعی های محاطی و محیطی

معرفی چندضلعی های محیطی و محاطی
 ABCDE شكل های روبه رو را نگاه كنيد! در شكل (۱) يک دايره از تمام رأس های يک شكل گذشته است، به پنج ضلعی
يک چندضلعی محاطی و به دايره هم، دايرۀ محيطی چندضلعی گفته می شود. معلوم است كه اگر O مركز دايرۀ محيطی 
 OA OB OC= = = باشد، داريم: 

 
چندضلعی ها،  اين جور  به  است،  شده  مماس  ضلع ها  تمام  بر  و  دارد  قرار  چندضلعی  يک  درون  دايره  يک   (۲) شكل  در 
محيطی گفته می شود. دايره هم، دايرۀ محاطی ناميده می شود. در اين جا فاصلۀ مركز دايره از همۀ ضلع ها برابر است؛ يعنی:

 OH OH
1 2
= =  

 

برای این که یک چندضلعی محاطی باشد، یعنی بتوانیم دایره ای رسم کنیم که از تمام رئوسش 
عبور کند، باید عمودمنصف های اضلاعش در یک نقطه همرس باشند، این نقطه مرکز دایرۀ محیطی 
است. مثلاً مثلث همیشه محاطی است، چون سال قبل خواندیم که عمودمنصف های اضلاع هر مثلثی، 

همرس اند.
 

تا از عمودمنصف ها همرس باشند، عمودمنصف nامُ از نقطۀ همرسی آن ها می گذرد و می توانيم نتيجه بگيريم nضلعی محاطی است. ( )n -1 در يک nضلعی اگر

نقطه همرس  در یک  زاویه ها  نیمسازهای  باید همۀ  برای محیطی بودن یک چندضلعی هم، 
همیشه  مثلث  مثلاً  می گیرد،  قرار  چندضلعی  درون  که  است  محاطی  دایرۀ  مرکز  نقطه  این  باشند. 

محیطی است، چون سال قبل خواندیم که نیمسازهای زاویه های هر مثلثی همرس اند.  

تا از نيمسازهای داخلی يک nضلعی همرس باشند، نيمساز nامُ هم از نقطۀ همرسی آن ها می گذرد و می توانيم نتيجه بگيريم nضلعی محيطی است. ( )n -1 اگر
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 r شكل را ببينيد! اگر از مركز دايره به رأس های شش ضلعی وصل كنيم، ۶ مثلث به وجود می آيد كه در همۀ آن ها، ارتفاع برابر
است. حالا می توانيم بگوييم كه اگر مساحت ۶ مثلث را با هم جمع كنيم بايد به مساحت كل شش ضلعی برسيم:
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مثال قبل در مورد شش ضلعی محيطی بود، اما نتيجۀ آن برای همۀ چندضلعی های محيطی معتبر است؛ يعنی:

اگر شعاع دایرۀ محاطی یک چندضلعی محیطی r باشد، همواره داریم: 
 r
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دایره های محیطی و محاطی مثلث

 R دایرۀ محیطی مثلث عمودمنصف های هر مثلثی همرس اند. اين نقطه از سه رأس به يک فاصله است. اگر اين فاصله را

بناميم و مركز پرگار را روی اين نقطه قرار دهيم و دهانۀ پرگار را به اندازۀ R باز كنيم، دايره ای رسم می شود كه از سه رأس 
عبور می كند، به اين دايره، دايرۀ محيطی مثلث گفته می شود.

مثال بعد، يكی از تمرين های كتاب درسی است كه از آن تست كنكور هم داشته ايم. 

نشان دهيد در هر مثلث، نيمساز هر زاويه و عمودمنصف ضلع نظير آن زاويه بر روی دايرۀ محيطی مثلث يكديگر را قطع می كنند.

 BC از وسط كمان BC است. از طرفی عمودمنصف وتر BC وسط كمان E يعنی ،BE CE = Æ است، پس ÆA A
1 2
= چون

می گذرد، پس E كه نقطه ای بر روی دايرۀ محيطی مثلث است، محل تلاقی نيمساز زاويۀ A و عمودمنصف ضلع BC است.

 

محاسبۀ شعاع دایرۀ محیطی مثلث دلخواه برای محاسبۀ شعاع دايرۀ محيطی هر مثلث ABC، بسته به اطلاعاتی كه 

سؤال به شما می دهد، می توانيد از هر كدام از رابطه های زير استفاده كنيد.
R (شعاع دايرۀ محيطی برابر است با نسبت طول يک ضلع به دو برابر سينوس زاويۀ روبه روی آن) a= 2sinq

R (شعاع دايرۀ محيطی برابر است با حاصل ضرب سه ضلع تقسيم بر چهار برابر مساحت) abc
S

= 4  

؛ پس: ÆO = q اگر از O به ضلع BC عمود کنیم، در مثلث قائم الزاویۀ OBH، داریم

 cos .cos . | cos Æ|q q= Þ = ¾ ®¾¾¾¾ =OH
R OH R OH R AÂ±¨  S²Ie  nj

 
دقت کنید قدرمطلق را برای آن می گذاریم که ممکن است زاویۀ A منفرجه باشد که در این صورت کسینوس آن منفی است.

5 است؟ شعاع دايرۀ محيطی مثلثی به طول اضلاع ۳، ۳ و ۴، چند برابر
 1 8/ (۴   1 6/ (۳   1 2/ (۲   0 9/ (۱

 ABH مثلث متساوی الساقين است، اگر ارتفاع وارد بر قاعده را رسم كنيم، طول آن با استفاده از قضيۀ فيثاغورس در مثلث 

 AH = - =3 2 5
2 2 به دست می آيد: 

R abc
S

= = ´ ´
´

= ´ =
4

4 3 3

4 2 5

9

2 5

5

5

9

10
5 S؛ پس:  AHBC= =1

2
2 5. داريم

 

 sin Æ
sin Æ

B AH
AB R b

B
= = Þ = = = =5

3 2

3

2 5

3

9

2 5

9

10
5  پس از آن كه طول AH را حساب كرديم، می توانيم بگوييم: 
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در تست ها كم تر با محاسبۀ شعاع دايرۀ محيطی مثلث دلخواه مواجه می شويم، بلكه دو حالت خاص مهم داريم كه در تست ها بيشتر با آن ها مواجه می شويم 
و می خواهيم جداگانه به آن ها بپردازيم.

است،  قائمه   A زاويۀ  شكل  مطابق  كه   ABC قائم الزاويۀ  مثلث  در  ۱. شعاع دایرۀ محیطی مثلث قائم الزاویه 

2 است؛ پس BC (وتر مثلث) قطر دايره است، نتيجه اين كه: 90 180´ =  كمان روبه روی آن

در مثلث قائم الزاويه، شعاع دايرۀ محيطی، نصف طول وتر است. 

نقطۀ  همان  محيطی،  دايرۀ  مركز  متساوی الاضلاع،  مثلث  در  ۲. شعاع دایرۀ محیطی مثلث متساوی الاضلاع 

همرسی ميانه هاست. با توجه به خاصيت نقطۀ همرسی ميانه ها در شكل روبه رو داريم:

      
R h R a

h a
= ¾ ®¾¾¾ =

=2

3

3

3

3

2

 

R، در مثلث های قائم الزاويه و متساوی الاضلاع هم  a
A

abc
S

= =
2 4sin Æ

دو فرمولی كه در مورد «محاسبۀ شعاع دايرۀ محيطی دلخواه» گفتيم، يعنی

برقرار است، اما دانستن فرمول هايی كه به طور خاص در مورد اين دو نوع مثلث گفتيم سرعت عمل ما را در حل سؤال ها بيشتر می كند.

شعاع دايرۀ محيطی كدام مثلث كوچک تر است؟

 5 ۲) مثلث قائم الزاويه به طول وتر   3 ۱) مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع

 2 ۴) مثلث متساوی الاضلاع به طول ارتفاع   2 5/ 1، ۲ و 5/ ۳) مثلثی با طول اضلاع

در هر گزينه، شعاع دايرۀ محيطی را محاسبه می كنيم:

R (نصف طول وتر) = =5

2

2 2

2
1 1

/ /   a R a= Þ = = ´ =3
3

3

3

3
3 1

5 قائم الزاويه است.)
2

4 و
2

، 3
2

R (دقت كنيد كه مثلث به طول اضلاع = =2 5

2
1 25

/ /

 h R h= Þ = = ´ = <2
2

3

2 2

3

2 1 4

3

2 8

3
1

/ /

دایره های محاطی مثلث 

۱. دایرۀ محاطی داخلی می دانيم كه نيمسازهای هر مثلثی همرس اند، پس دايره ای وجود دارد كه در داخل مثلث بر هر سه ضلع آن مماس شود. به 

اين دايره، دايرۀ محاطی داخلی گفته می شود كه شعاع آن را با r و مركزش را با I نشان می دهيم. دربارۀ اين دايره نكات زير را بايد بلد باشيم:
I محل برخورد نيمسازهای داخلی مثلث است.

r (�ه S مساحت مثلث و P نصف محيط است.) S
P== مانند هر چندضلعی محيطی، در مثلث هم داريم:مانند هر چندضلعی محيطی، در مثلث هم داريم:

طول دو مماس رسم شده از هر رأس مثلث بر دايرۀ محاطی آن با هم برابر است و داريم: 
 z P c y P b x P a== -- == -- == --» »  

 

BC، اختلاف مقادير x و r كدام است؟ == 6 AB و AC== == 5 مطابق شكل، I مركز دايرۀ محاطی داخلی مثلث ABC است. اگر
۱) صفر

 0 25/ (۲

 0 5/ (۳

  0 75/ (۴

 . x P a x= - = - =6 2 P و داريم = 8 2، پس 5 5 6P = + + محيط مثلث برابر است بامحيط مثلث برابر است با
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، ابتدا بايد مساحت را حساب كنيم، با رسم ارتفاع AH، طول آن با استفاده از قضيۀ  r S
P

= برای محاسبۀ r از فرمول

. r S
P

= = =12

8
1 5/ S و داريم AH BC= ´ =1

2
12 AH، پس = 4 فيثاغورس در مثلث ABH به دست می آيد

. | | / /x r- = - =2 1 5 0 5 بنابراين
 

فرمول های محاسبۀ شعاع دايرۀ محاطی مثلث متساوی الاضلاع برحسب طول ارتفاع و طول ضلع آن را بايد حفظ باشيد، در مثال بعد، اين فرمول ها را به دست می آوريم.

، شعاع دايرۀ محاطی را برحسب h و r محاسبه كنيد. r S
P== طول ضلع يک مثلث متساوی الاضلاع a و طول ارتفاع آن h است. بدون استفاده از فرمول

دايرۀ  ميانه ها، مركز  نقطۀ همرسی  ميانه ها هستند؛ پس  داخلی، همان  نيمسازهای  مثلث متساوی الاضلاع،  در 
محاطی است. با توجه به خاصيت نقطۀ همرسی ميانه ها مطابق شكل داريم:

               
IM h r h r a

h a
= Þ = ¾ ®¾¾¾ =

=1

3

1

3

3

6

3

2

 

r می توانيد شعاع دايرۀ محاطی را حساب كنيد. در مثال بعد هم روش اين كار را می گوييم، هم يكی  S
P

= در مثلث قائم الزاويه هم بدون استفاده از فرمول
از نتايج حاصل از آن را.

.S P P a== --( ) در مثلث قائم الزاويه به طول وتر a، محيط2P و مساحت S، نشان دهيد

 
 ATIS وصل می كنيم، چهارضلعی AC و AB مطابق شكل از مركز دايرۀ محاطی به نقاط تماس آن با اضلاع مطابق شكل از مركز دايرۀ محاطی به نقاط تماس آن با اضلاع
، پس مربع است. از طرفی  IT IS r= = سه زاويۀ قائمه دارد، پس مستطيل است و دو ضلع مجاور آن با هم برابرند
 r x P a= = - ، پس داريم:  x P a= - گفته بوديم كه

 

 r S
P

P a S
P

S P P a= Þ - = Þ = -( ) با استفاده از فرمول هم داريم: 

قبل از اين كه به سراغ دايره های محاطی خارجی مثلث برويم، يک قضيه را بگوييم:
قضيه: در هر مثلث نيمسازهای هر دو زاويۀ خارجی، با نيمساز داخلی زاويۀ سوم همرس اند.

 Ia نقطۀ ABC در  مثلث  از   A زاويۀ  نيمساز داخلی  و   C و   B زاويۀ  نيمسازهای خارجی دو  روبه رو  در شكل  مثلاً 
Ia اين است كه از ضلع BC و امتداد دو ضلع AB و AC به يک فاصله است، پس دايره ای  همرس اند. خاصيت نقطۀ

ra بر ضلع BC و امتداد دو ضلع AB و AC مماس است. Ia و شعاع  به مركز
۲. دایره های محاطی خارجی مثلث هر مثلث ۳تا دايره دارد كه بر يک ضلع و امتداد دو ضلع ديگر مماس هستند. 

Ic نمايش داده می شوند. Ib و ، Ia به اين دايره ها محاطی خارجی گفته می شود. مراكز اين دايره ها با
يكی از اين دايره ها (دايرۀ محاطی خارج نظير ضلع BC) را به نمايندگی از بقيه بررسی می كنيم:

مركز اين دايره محل برخورد نيمساز داخلی زاويۀ مركز اين دايره محل برخورد نيمساز داخلی زاويۀ A و نيمسازهای خارجی زاويه های B و C است.
Ia شده است. چون دايره بر ضلع مقابل رأس A مماس است، اسم مركزش

 r S
P aa ==

--
ra نشان می دهيم كه برابر است با:   شعاعش را با

 
AB (P نصف محيط مثلث است.) AC P¢¢ == ¢¢ ==
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c است. اگر M و N محل تماس دايره های محاطی داخلی و خارجی با ضلع BC باشند، اندازۀ MN كدام است؟ == 6 b و == 8 ،ABC در مثلث
۵ (۴  ۴ (۳  ۳ (۲  ۲ (۱

.CM P c= - برای به دست آوردن MN می خواهيم CM و CN را پيدا كنيم و از هم كمشان كنيم. CM كه می دانيم برابر است با:
 AC و تكۀ P برابر AF بر دايرۀ محاطی خارجی رسم شده اند. كل C برابر است چراكه دو مماسی هستند كه از نقطۀ CF با CN

. P b- CF. در نتيجه CN هم برابر است با: AF AC P b= - = - از آن هم كه همان b است، پس
 MN CM CN= - = - - - = -(P c) (P b) b c خُب حالا نوبت MN است: 
 8 6 2- = b هم كه می شود:  c-

 
مثال بعد، يكی از تمرين های كتاب درسی است كه رابطۀ مهمی را بيان می كند.

 1 1 1 1
r r r ra b c

++ ++ == rc شعاع های دواير محاطی خارجی يک مثلث باشند، ثابت كنيد:  rb و ، ra اگر r شعاع دايرۀ محاطی داخلی و

. حالا از سمت چپ تساوی شروع می كنيم: r S
P cc =

-
r و S

P bb =
-

، r S
P aa =

-
، r S

P
= می دانيم كهمی دانيم كه

 1 1 1 1 1 1 3

2

r r r S
P a

S
P b

S
P c

P a
S

P b
S

P c
S

P a b c
a b c

P

+ + =

-

+

-

+

-

= - + - + - =
- + +( )
� ��� ��

S
P
S r

= = 1  

در مثال بعد، باز می خواهيم برويم سراغ مثلث متساوی الاضلاع.

شعاع دايرۀ محاطی خارجی مثلث متساوی الاضلاعی كه طول ضلع آن a و طول ارتفاع آن h است را برحسب a و h به دست آوريد.

S است، پس: a= 3

4

2 P ضمن آن كه مساحت آن a= 3

2
2، پس 3P a= محيط مثلث می شودمحيط مثلث می شود

 
r S

P a

a

a a

a

a
a r a r ha a a=

-
=

-
= = Þ = =

3

4

3

2

3

4

1

2

3

2

3

2

2 2

IÄ
 

حالا در قالب يک نكتۀ مهم، روابط شعاع های دايره های محيطی و محاطی مثلث متساوی الاضلاع را جمع بندی می كنيم.

در مثلث متساوی الاضلاعی به ضلع a و ارتفاع h، داریم: (R: شعاع دایرۀ محیطی، r: شعاع 
: شعاع دایرۀ محاطی خارجی) ra دایره های محاطی داخلی،

 r h a= =1
3

3
6     R h a= =2

3
3
3

 r R ra
1 2 3= =     r r r a ha b c= = = =3

2
 

3 واحد، طول خط المركزين دو دايرۀ محيطی و محاطی خارجی آ ن كدام است؟ در مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع

 5
2

(۴  ۳ (۳   3
2

(۲  ۲ (۱

OO است؛ بنابراين داريم: r ra¢ = + با توجه به شكل، طول خط المركزين برابر

                OO r r a aa¢ = + = + = + = + =3

6

3

2

3

6
3

3

2
3

3

6

3

2
2( ) ( )  
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در مثلثی به اضلاع ۶، ۸ و ۱۰ شعاع دايرۀ محيطی كدام است؟- ۲۱۵
۸ (۴  ۵ (۳  ۷ (۲  ۶ (۱

(برگرفته از كتاب درسى)- ۲۱۶ 3 محاط است. مساحت اين مثلث كدام است؟  مثلث متساوی الاضلاعی در دايره ای به شعاع

 3 3 (۴   3 3

2
(۳   2 3 (۲   9 3

4
(۱

DD از دايرۀ C جدا - ۲۱۷ DD به فاصلۀ يک هستند، رأس های يک مثلث متساوی الاضلاع هستند. طول وتری كه خط C(O,R) كه از خط نقاطی از دايرۀ
(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز)  می كند، كدام است؟ 

 3
4

(۴   3

2
(۳   2 15

3
(۲  ۱ (۱

دایره های محاطی مثلث 

در اين قسمت ابتدا سؤال هاى محاسبة طول مماس هاى رسم شده از رأس هاى مثلث بر دايرة محاطى داخلى را بررسى مى كنيم.

BC باشد، محيط مثلث كدام است؟- ۲۱۸ == 7 AB و == 5 ،BM == 3 در شكل روبه رو، اگر
۲۰ (۲   ۱۹ (۱
 ۱۷ (۴   ۱۸ (۳

دايرۀ محاطی داخلی يک مثلث به طول اضلاع ۱۳، ۹ و ۸ در نقطۀ تماس، كوچک ترين ضلع را به دو قطعه تقسيم - ۲۱۹
می كند. نسبت آن دو قطعه كدام است؟

 2
5

(۲    1
3

(۱

  2
3

(۴    3
7

(۳

را رسم - ۲۲۰ ايجادشده  مثلث  دو  دايره های محاطی  و   AC قطر  مطابق شكل،  است.  ABCD مستطيل  چهارضلعی 
كرده ايم. اگر اضلاع مستطيل ۵ و ۳ باشند، طول MN كدام است؟

 2 2 (۲   ۲ (۱
  3 2 (۴   ۳ (۳

30 دارد، دايرۀ محاطی داخلی در نقطۀ T بر ضلع متوسط مماس است. اگر L وسط اين ضلع باشد، طول TL برابر با - ۲۲۱ در مثلث قائم الزاويه ای كه زاويۀ
(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز)  كدام است؟ 

۴) ثلث طول ضلع متوسط ۳) نصف طول ميانۀ وارد بر وتر  ۲) ثلث طول ضلع كوچک تر  ۱) نصف طول ارتفاع وارد بر وتر 

حالا مى خواهيم سؤال هايى در مورد محاسبة شعاع دايرة محاطى داخلى حل كنيم.

در مثلث متساوی الاضلاع مساحت دايرۀ محيطی، چند برابر مساحت دايرۀ محاطی داخلی است؟- ۲۲۲

 3 2 (۴   2 3 (۳  ۴ (۲  ۳ (۱
3 است. شعاع دايرۀ محاطی كدام است؟- ۲۲۳ طول مماس رسم شده از هر رأس يک مثلث متساوی الاضلاع بر دايرۀ محاطی آن برابر با

 0 5/ (۴   1 5/ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
2P است. كدام گزينه نادرست است؟- ۲۲۴ ، r شعاع دايرۀ محاطی و محيط برابر با ( Æ )A ABC== 90 در مثلث قائم الزاويۀ

 2r bc
P

= (۴   r ab
P

= (۳   2r b c a= + - (۲   r S
P

= (۱

در يک مثلث قائم الزاويه، اندازۀ اضلاع قائم ۳ و ۴ واحد است. فاصلۀ دورترين رأس اين مثلث از نقطۀ تلاقی نيمسازهای داخلی آن كدام است؟- ۲۲۵
 3 2 (۴   10 (۳  ۳ (۲   2 2 (۱

(رياضى خارج 96)- ۲۲۶ در مثلث قائم الزاويه ای، طول يک ضلع قائم ۸ و شعاع دايرۀ محاطی داخلی آن ۳ واحد است. اندازۀ وتر اين مثلث كدام است؟ 
۱۸ (۴  ۱۷ (۳  ۱۶ (۲  ۱۵ (۱

۲۲۷ - r2 r1 و ، ارتفاع AH را رسم كرده ايم. اندازۀ شعاع های دايره های محاطی داخلی مثلث های ABH و ACH به ترتيب ( Æ )A ABC== 90 در مثلث قائم الزاويۀ
r2 باشد، r كدام است؟ 8== r1 و 6== و r شعاع دايرۀ محاطی داخلی مثلث ABC است. اگر

۱۰ (۴  ۱۱ (۳  ۱۲ (۲  ۱۴ (۱
در مثلث ABC، ارتفاع وارد بر ضلع a، ۳ برابر شعاع دايرۀ محاطی داخلی است. مجموع دو ضلع ديگر اين مثلث كدام است؟- ۲۲۸

 3a (۴   3a (۳   2a (۲   3
2
a (۱

(رياضى 96)- ۲۲۹ در مثلث متساوی الساقين، اندازۀ ارتفاع وارد بر قاعده ۸ و شعاع دايرۀ محاطی داخلی آن ۳ واحد است. طول قاعدۀ اين مثلث، كدام است؟ 
۱۶ (۴  ۱۴ (۳  ۱۲ (۲  ۱۰ (۱

در اين قسمت ابتدا سؤال هاى محاسبة طول مماس هاى رسم شده از رأس هاى مثلث بر دايرة محاطى داخلى را بررسى مى كنيم.

حالا مى خواهيم سؤال هايى در مورد محاسبة شعاع دايرة محاطى داخلى حل كنيم.
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دایره های محاطی خارجی مثلث

از سؤال بعد، سؤال هاى «دايره هاى محاطى خارجى مثلث» شروع مى شود، ابتدا به بررسى طول مماس هاى رسم شده از رأس هاى مثلث بر دايره هاى محاطى خارجى مى پردازيم.

در شكل مقابل، محيط مثلث ABC برابر ۲۰ است. اندازۀ AP كدام است؟- ۲۳۰
۲۰ (۱
۱۵ (۲
۱۲ (۳
 ۱۰ (۴

در مثلثی به طول اضلاع ۷، ۵ و ۳ واحد، دايرۀ محاطی خارجی بر ضلع متوسط و امتداد دو ضلع ديگر مماس است. نقطۀ تماس، ضلع متوسط را به - ۲۳۱
كدام نسبت تقسيم می كند؟

 2
9

(۴   1
5

(۳   1
6

(۲   1
9

(۱

۲۳۲ - AC b== AB و c== BC و امتدادهای a== ABC، طول مماس مشترک خارجی دايرۀ محاطی داخلی و دايرۀ محاطی خارجی مماس بر در مثلث 

(برگرفته از كتاب درسى)  ( 2P ABC==
DD

كدام است؟ (محيط
 1
2
( )b c+ (۴   | |b c- (۳   P a-2 (۲  a (۱

۲۳۳ - c و b و امتدادهای اضلاع به طول BC a== در مثلث ABC، طول مماس مشترک داخلی دايرۀ محاطی داخلی و دايرۀ محاطی خارجی مماس بر ضلع

(برگرفته از كتاب درسى)  ( 2P ABC==
DD

كدام است؟ (محيط

 1
2
( )b c+ (۴   | |b c- (۳   P a-2 (۲  a (۱

O¢¢ قطع - ۲۳۴ BC واحد، نيمساز داخلی زاويۀ A، نيمسازهای زاويۀ داخلی و خارجی B را در O و == 8 AC و == 7 AB و == 5 در مثلث ABC با اضلاع
(رياضى خارج 98)  ¢¢OO، بر روی BC كدام است؟  می كند. اندازۀ تصوير قائم

 2 5/ (۴  ۲ (۳   1 5/ (۲  ۱ (۱
۲۳۵ - AC == 4 BC و == 3 ،AB == 2 در شكل داده شده، EF با BC موازی و بر دايرۀ محاطی داخلی مثلث ABC به اضلاع

(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز) مماس است. طول EF كدام است؟ 
۱ (۲    1 75/ (۱

  0 75/ (۴    1 25/ (۳

EF، مماس - ۲۳۶ AF و از نقطۀ D روی كمان كوچک تر  AE و  A روی دايرۀ بزرگ دو مماس  در دو دايرۀ هم مركز، از نقطۀ 
ديگری بر دايرۀ محاطی داخلی رسم شده است. با تغيير مكان A و D كدام بيان در مثلث ABC درست است؟ (رياضى خارج 97)

۲) محيط متغير ـ مساحت ثابت ۱) محيط ثابت ـ مساحت متغير  
۴) محيط متغير ـ مساحت متغير  ۳) محيط ثابت ـ مساحت ثابت  

از سؤال بعد، سؤال هايى در مورد شعاع دايره هاى محاطى خارجى مثلث داريم.

اضلاع مثلثی ۱۳، ۱۴ و ۱۵ و مساحت آن ۸۴ است. شعاع دايرۀ محاطی خارجی مماس بر ضلع متوسط كدام است؟- ۲۳۷
۲۰ (۴  ۱۵ (۳  ۱۲ (۲  ۱۰ (۱

BC، كدام صحيح است؟- ۲۳۸ AC AB>> >> در مثلث ABC كه
 r r rb c a> > (۴   r r rc b a> > (۳   r r ra c b> > (۲   r r ra b c> > (۱

، شعاع بزرگ ترين دايرۀ محاطی خارجی كدام است؟- ۲۳۹ c == 13 b و == 12 ، a == 5 در مثلث با اضلاع
۳ (۴  ۱۰ (۳  ۱۲ (۲  ۱۵ (۱

1 و خط المركزين - ۲۴۰ 5/ در مثلث ABC، دايرۀ محاطی داخلی و دايرۀ محاطی خارجی نظير ضلع BC را در نظر بگيريد. اگر نسبت شعاع های اين دو دايره
(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز) آن ها بر BC عمود باشد، طول ضلع بزرگ تر مثلث چند برابر طول ضلع كوچک تر آن است؟ 

 1 5/ (۴   2 5/ (۳  ۳ (۲  ۵ (۱
ra نشان می دهيم. اگر r شعاع دايرۀ محاطی داخلی - ۲۴۱ ha و شعاع دايرۀ محاطی خارجی مماس بر a را با در مثلث ABC، طول ارتفاع وارد بر ضلع a را با

باشد، كدام رابطه درست نيست؟

۴) هر سه درست هستند.   1 1 1 1
h h h ra b c c

+ - = (۳   1 1 1 1
h h h ra b c

+ + = (۲   1 1 1 1
r r r ra b c

+ + = (۱

از سؤال بعد، سؤال هاى «دايره هاى محاطى خارجى مثلث» شروع مى شود، ابتدا به بررسى طول مماس هاى رسم شده از رأس هاى مثلث بر دايره هاى محاطى خارجى مى پردازيم.

از سؤال بعد، سؤال هايى در مورد شعاع دايره هاى محاطى خارجى مثلث داريم.
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در مثلث قائم الزاويه به طول اضلاع قائم ۵ و ۱۲، نيمساز خارجی زاويۀ قائمه و نيمساز داخلی زاويۀ كوچک تر در نقطۀ O متقاطع اند. فاصلۀ O از ضلع - ۲۴۲
(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز) كوچک تر كدام است؟ 

۷ (۴  ۶ (۳  ۲ (۲  ۳ (۱
در مثلث قائم الزاويۀ ABC، طول وتر a و طول اضلاع قائم b و c است. مجموع طول شعاع دايره های محاطی خارجی مماس بر اضلاع a و b كدام است؟- ۲۴۳

 a b+
2 (۴   2c (۳  c (۲   a b+ (۱

(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز)- ۲۴۴ در مثلثی به طول اضلاع ۵، ۵ و ۶، طول خط المركزين دايرۀ محاطی داخلی و كوچک ترين دايرۀ محاطی خارجی كدام است؟ 

 5 5

2
(۴   5 5/ (۳  ۸ (۲   9 2

2
(۱

چهارضلعی محاطی

120 است، قدرمطلق تفاضل دو زاويۀ ديگر كدام است؟- ۲۴۵ 80 و دو زاويۀ مجاور يک چهارضلعی محاطی
 30 (۴   50 (۳   40 (۲   20 (۱

در شكل مقابل، زاويۀ x كدام است؟- ۲۴۶
 40 (۲    55 (۱
  30 (۴    35 (۳

در شكل روبه رو، نيمسازهای زاويه های B و C در مثلث ABC رسم شده اند. اگر چهارضلعی داخل دايرۀ - ۲۴۷
(رياضى 1402) محاطی باشد، زاويۀ A چند درجه است؟ 

۷۵ (۲   ۹۰ (۱
 ۴۵ (۴   ۶۰ (۳

نيمسازهای زاويه های يک ذوزنقه را رسم می كنيم و از برخوردشان يک چهارضلعی به دست می آيد، اين چهارضلعی ...............- ۲۴۸
۴) محاطی است. ۳) لوزی است.  ۲) مستطيل است.  ۱) مربع است. 

در يک ذوزنقۀ متساوی الساقين، از برخورد نيمسازهای زوايای داخلی، كدام چهارضلعی حاصل می شود؟- ۲۴۹
۴) محاطی ۳) متوازی الاضلاع  ۲) لوزی  ۱) مستطيل 

در شكل مقابل، مقدار x كدام است؟- ۲۵۰
۱ (۱
۲ (۲
۳ (۳
 ۴ (۴

CD، اندازۀ مماس PM كدام است؟- ۲۵۱ == 7 PC و == 9 ، PAC PDBÆ Æ== در شكل مقابل،
۸ (۱

 6 2 (۲
۱۰ (۳
 ۱۲ (۴

چهارضلعی ABCD محاطی است. نيمسازهای زاويۀ خارجی A و زاويۀ داخلی C كجا همديگر را قطع می كنند؟- ۲۵۲
۲) روی دايرۀ محيطی چهارضلعی ۱) روی محيط چهارضلعی  
۴) هر سه حالت امكان پذير است. ۳) بيرون دايرۀ محيطی چهارضلعی  

در شكل مقابل، زاويۀ A چند درجه است؟- ۲۵۳
۶۸ (۱
۶۶ (۲
۶۴ (۳
 ۶۲ (۴

در مثلث ABC دو ارتفاع BH و CK يكديگر را در L قطع كرده اند. چهارضلعی با رأس های K ،H ،A و L ............... و چهارضلعی با رأس های B ،H ،C و K ............... است.- ۲۵۴
۴) محاطی ـ محاطی ۳) محاطی ـ محيطی  ۲) محيطی ـ محاطی  ۱) محيطی ـ محيطی 
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دو مثلث قائم الزاويۀ BCL و BHK در زاويۀ حادۀ KBL مشترک اند، پس زاويۀ 
AHD. داريم: ACBÆ Æ

( )
=
*

� ��� ��� حادۀ ديگر آن ها با هم برابر است؛ يعنی

ACB :زاويۀ محاطی AB AD BD AD BD

ABD BAD

Æ

Æ Æ

= = + = +
� � � �

�

�

�2 2 2 2  

 = +ABD BADÆ Æ (**)  
زاويۀ ADH برای مثلث ABD يک زاويۀ خارجی است، پس:

 ADH ABD BADÆ Æ Æ= + ( ) , ( ) Æ Æ Æ* **¾ ®¾¾¾ = =ADH ACB AHD  

۲۱۲ ..R = =120

24
5 R، پس abc

S
= 4 شعاع دايرۀ محيطی برابر است با

R، داريم:. ۲۱۳ a= 2sin q
با توجه به رابطۀ

a BC A A= = = Þ =3 60
3

2
, Æ sin Æ  

Þ = =R 3

2
3

2

3

( )
 

 

AC نتيجه می گيريم:. ۲۱۴
AH

= 3 از اين كه

 sin ÆC AH
AC

= = 1

3

 sin Æ cos Æ2 2
1C C+ = پس: 

 Þ + = Þ =1

3
1

2

3

2 2cos Æ cos ÆC C   
cos و داريم: ÆC >0 زاويۀ روبه روی ساق حتماً حاده است، پس

 cos ÆC = =2

3

2

3

 

OH؛ پس: R C= . | cos Æ| از طرفی در درس نامه گفتيم كه

 R
OH C

= = ´ =1 3

2

2

2

6

2| cos Æ|
 

است كه . ۲۱۵ مثلث مشخص  اين  اضلاع  از 
 ( )10 6 8

2 2 2= + قائم الزاويه است.
در مثلث قائم الزاويه می دانيم كه وتر، يكی از قطرهای 
پس 2؛  10r = يعنی اين  و  است  محيطی  دايرۀ 

. r = 5  
مثلث . ۲۱۶ محيطی  دايرۀ  شعاع  كه  گفتيم  درس نامه  در   

R؛ پس داريم: a= 3
3 متساوی الاضلاع به طول ضلع a برابر است با

 3 3
3 3= Þ =a a  

از طرفی می دانيم مساحت مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع a برابر است با

 S a= = =3

4

3

4
3

9 3

4

2 2( ) ؛ پس:  3

4

2a

 با توجه به شكل داريم:

   

S OBOC BOC
BOC

D =

= =

1

2

1

2
3 3

3

2

3 3

4

. .sin Æ

( ) ( ) ( )
 

 S S
ABC BOC

D D= =3
9 3

4
بنابراين: 

D و . ۲۱۷ D به فاصلۀ يک هستند، بر دو خط موازی با نقاطی كه از خط
به فاصلۀ يک از آن واقع اند و سؤال می گويد كه نقاط مشترک اين دو خط با دايرۀ
C(O,R)، رأس های يک مثلث متساوی الاضلاع هستند. با رسم شكل متوجه 
d¢ بر دايره مماس و ديگری با آن متقاطع  می شويد كه: ۱) يكی از دو خط d و

است. ۲) دايرۀ C، دايرۀ محيطی مثلث STV است.
 SH = 2 همان طور كه در شكل می بينيد
ارتفاع مثلث متساوی الاضلاعSTV است و 

با توجه به درس نامه داريم:

R SH R= Þ = ´ =2

3

2

3
2

4

3
 
 

 OM MS R OM OM+ = Þ + = Þ =1
4

3

1

3
ضمن آن كه: 

برای محاسبۀ طول وتر PQ از قضيۀ فيثاغورس 
در مثلث OMP استفاده می كنيم، داريم:

  

MP OP OM

MP

= -

Þ = - = =

2 2

16

9

1

9

15

9

15

3  

 PQ MP= =2
2 15

3
پس: 

خاطر . ۲۱۸ به  حالا   .MC = 4 پس است،   BM = 3 و  BC = 7
و  BP BM= = 3 به می رسيم  مماس ها  برابری 

اين  و   AB = 5 می دانيم  .CN CM= = 4
 .AN AP= = 2 AP و در نتيجه = 2 يعنی

 5 6 7 18+ + = پس محيط مثلث برابر است با: 
با. ۲۱۹ است  برابر  مثلث  اين  بامحيط  است  برابر  مثلث  اين  محيط 

از  ؛  P =15 پس  ،2 13 9 8 30P = + + =

طرفی در درس نامه گفتيم كه:

 

x P a x
y P b y
x
y

= - Þ = - =
= - Þ = - =

ì
í
î

Þ = =

15 13 2

15 9 6

2

6

1

3

 

مثلث های . ۲۲۰ محيط  كنيم  مثلث های فرض  محيط  كنيم  فرض 
2P باشد.  همنهشت ABC و ADC برابر

 در مثلث ABC می توانيم بگوييم:
 NC P AB P AN P BC P= - = - = - = -5 3»  
AM است، پس NC= به خاطر همنهشتی دو مثلث ABC و ADC داريم 

AM و اين يعنی: P= - 5
 MN AN AM P P= - = - - - =3 5 2( )  

ضلع . ۲۲۱ طول  شكل،  به  توجه  با 
نظر می گيريم،  در   b را   30 زاويۀ روبه روی 

داريم:
 

 tan 30 1

3

3
 = Þ = Þ =AC
AB

b
AB

AB b  

 Þ = =AL AB b1

2

3

2

 



ی
ح

ری
ش

 ت
مۀ 

خ نا
س

پا

۸۷

  

sin 30 1

2

2

 = Þ =

Þ =

AC
BC

b
BC

BC b  

P :نصف محيط b b b b b= + + = +1

2
3 2

1

2
3 3( ) ( ) پس: 

؛ پس: x P a= - از طرفی می دانيم

 x AT b b AT b b= = + - Þ = -1

2
3 3 2

1

2
3( ) b ( )  

 TL AL AT= - بنابراين: 

 Þ = - - Þ =TL b b b TL b3

2

1

2
3

2
( )  

طول ميانۀ وارد بر وتر هم برابر با b است؛ يعنی طول TL برابر با نصف طول 
ميانۀ وارد بر وتر است.

و . ۲۲۲ محيطی  دايره های  مركز  متساوی الاضلاع،  مثلث  هر  در 
هم  بر  ميانه ها  همرسی  نقطۀ  و  داخلی  محاطی 
مثلث،  هر  در  كه  می دانيم  هم چنين  منطبق اند. 
ميانه ها يكديگر را به نسبت ۱ به ۲ تقسيم می كنند؛ 
بنابراين می توان گفت كه شعاع دايرۀ محيطی يک 
مثلث متساوی الاضلاع، دو برابر شعاع دايرۀ محاطی 

داخلی آن است؛ لذا خواهيم داشت:

 R r
S
S

R
r

r
r

= Þ = = =2
4

4

2

2

2

2

ÂõÃd¶

ÂöId¶

p
p

 

به  هم  كنيد  استفاده   r a= 3

6
و  R a= 3

3 فرمول های از  اگر 
همين نتيجه می رسيد:

 p
p
R
r

R
r

2

2

2

2

3

9

3

36

36

9
4= = = =  

مثلث . ۲۲۳ يک  شكل،  مثلث مطابق  يک  شكل،  مطابق 
 a = 2 3 ضلع طول  به  متساوی الاضلاع 
داريم؛ پس همان طور كه در درس نامه گفتيم:

           r a= = =3

6

3

6
2 3 1( )  

r برای همۀ چندضلعی های محيطی برقرار است. حالا . ۲۲۴ S
P

= رابطۀ  .

نتيجه در  و   S bc= 2 قائم الزاويه مثلث  در 

بنابراين  ؛  2r bc
P

= يعنی اين   . r bc
P

= 2
درست هستند. و   گزينه های 

 APIM حالا به اين شكل نگاه كنيد. در درس نامه گفته بوديم كه چهارضلعی
 r x P a= = - مربع است؛ پس: 
 r P a r P a r a b c a= - Þ = - Þ = + + -2 2 2 2 2 پس: 
 = + -b c a  . اين هم از درستی 

نيمسازهای . ۲۲۵ تلاقی  نقطۀ 
محاطی  دايرۀ  مركز  همان  داخلی، 
بايد  شكل،  به  توجه  با  است.  داخلی 

طول IC را به دست آوريم، داريم:
      2 3 4 5 6P P= + + Þ =  

CD :می دانيم P AB CD= - Þ = - =6 3 3  

؛ پس: r S
P

= S و AB AC= ´ = ´ ´ =1

2

1

2
3 4 6 از طرفی

 r ID= = Þ =6

6
1 1  

حالا در مثلث قائم الزاويۀ ICD قضيۀ فيثاغورس را می نويسيم:

 IC ID CD IC= + Þ = + =2 2
1 9 10  

طول . ۲۲۶  a كه  می گيريم  نظر  در   c = 8 و  b  ،a را  مثلث  ضلع های 
وتر آن است. در درس نامه گفتيم كه در مثلث قائم الزاويه به طول وتر a داريم

؛ پس: r P a= -

 3 8

2
3

8

2
2= + + - Þ = + - Þ - =a b a b a a b (*)  

از طرفی طبق قضيۀ فيثاغورس:

 a b a b2 2 2 2 2
8 64 64= + Þ - = Þ - + =(a b) (a b)  

 ( ) ( )*¾ ®¾ + = Þ + =2 64 32a b a b  

 ( )*¾ ®¾
+ =
- =

Þ
=
=

ì
í
î

ì
í
ï

îï

a b
a b

a
b

32

2

17

15
 

از سال قبل به  ياد داريم كه در مثلث قائم الزاويه، اگر ارتفاع وارد بر . ۲۲۷
وتر را بكشيم، دو مثلث قائم الزاويه، متشابه با مثلث اصلی به دست می آيد. حالا 
 ،ABH سه مثلث قائم الزاويه داريم كه بين هر سه جزء متناظر در مثلث های
 r r r2

1

2

2

2= + اين جا در  پس  است؛  برقرار  فيثاغورس  رابطۀ   ACH و   ABC
 . r يعنی10=

اگر اثباتش را می خواهيد، دقت كنيد:

    r S
P

=  

c است؛ پس:
a

مثلث های ABH و ABC متشابه اند و نسبت تشابه

 S c
a
S P c

a
P r c

a
r

1

2

1 1
= = Þ =( ) , ( ) ( )  

. حالا برويم سراغ رابطۀ فيثاغورس:   r b
a
r2 = ( ) به همين ترتيب می رسيم به

 r r c
a
r b

a
r r c b

a
r a
a

r
1

2

2

2 2 2 2 2 2
2 2

2

2
2

2

2+ = + =
+

= =( ) ( ) ( ) ( )  

، هم چنين:. ۲۲۸ r S
P

= می دانيممی دانيم

 
S a h

P a b c
h

a h

a b c

a r h
a

aa
=

= + +

ì

í
ï

î
ï

¾ ®¾¾¾ =
+ +

=
1

2

1

2

1

3

1

2

1

2

1

3

.

( )

.

( )
 

 Þ + + =1

6

1

2
( )a b c a ´¾ ®¾ + + = Þ + =6

3 2a b c a b c a  
از . ۲۲۹ شكل،  به  توجه  با 

آن جا كه مثلث ABC متساوی الساقين است، 
طول مماس های رسم شده از دو سر قاعده بر 
طول  كه  برابرند  هم  با  داخلی  محاطی  دايرۀ 

 آن ها را x در نظر گرفته ايم.
از طرفی در مثلث قائم الزاويۀ AEI، طول وتر ۵ و يک ضلع زاويۀ قائمه ۳ است، 

.AE = 4 پس ضلع ديگر قائمه می شود

r استفاده می كنيم: S
P

= حال از رابطۀ

 S ADBC S x x= Þ = ´ ´ =1

2

1

2
8 2 8.  



هم
زد

 یا
سۀ

ند
ه

۸۸

 2 4 4 2

2
P AB AC BC P x x x

= + + Þ =
+ + + +( ) ( )

= +4 2x  

 r S
P

x
x

x x x= Þ =
+

Þ = + Þ =3
8

4 2
8 12 6 6  

 Þ = =BC x2 12  
 A در زاويۀ حادۀ ADB و AEI با توجه به شكل، دو مثلث قائم الزاويۀ

مشترک اند، پس بنا به حالت تساوی دو زاويه متشابه اند و داريم:

 AEI ADB
x x

x BC
D D
 Þ =

+
Þ = Þ =3 5

4
6 12  

دقت كنيد كه دايرۀ رسم شده، برای مثلث ABC، دايرۀ محاطی . ۲۳۰
خارجی مماس بر ضلع BC و امتداد دو ضلع AB و AC است و در درس نامه 
گفتيم كه طول مماس های رسم شده از رأس A بر اين دايره، نصف محيط مثلث 

 AP AQ= = =20

2
10 است؛ پس: 

در . ۲۳۱ آن چه  و  شكل  به  توجه  با 
.AT AT P= ¢ = درس نامه گفتيم، داريم

     

2

2 5 7 3 7 5

P a b c
P P

= + +
Þ = + + Þ = /  

از نقطۀ C دو مماس بر دايره رسم شده كه طول
آن ها را x و از نقطۀ B دو مماس بر دايره رسم شده كه طول آن ها را y در نظر 

گرفته ايم. با توجه به شكل، داريم:

 Þ
= - = - =
= - = - =

ì
í
î

Þ = =
x P b
y P c

x
y

7 5 7 0 5

7 5 3 4 5

0 5

4 5

1

9

/ /
/ /

/
/

 

¢TT مماس مشترک . ۲۳۲ مطابق شكل، مطابق شكل،. 
 ABC مثلث  داخلی  محاطی  دايرۀ  خارجی 
و   BC بر  مماس  خارجی  محاطی  دايرۀ  و 
امتدادهای AB و AC است. همان طور كه در 

درس نامه گفتيم:

       
AT P
AT P BC

¢ =
= -

ì
í
î

 
  
 TT AT AT P P BC BC a¢ = ¢ - = - - = =( ) پس: 

اين . ۲۳۳ با  قبل،  سؤال  مشابه  كاملاً  اين .  با  قبل،  سؤال  مشابه  كاملاً 
مماس مشترک  طول  قبل  سؤال  در  كه  تفاوت 
خارجی دو دايره را می خواستيم و در اين جا طول 
مماس مشترک داخلی آن ها را. با توجه به آن چه 
پس  ،AT P= داريم گفتيم،  درس نامه  در 

. از طرفی y، طول مماس رسم شده  x P c= -

از رأس c بر دايرۀ محاطی داخلی است، پس طبق 
آن چه در درس نامۀ دايرۀ محاطی داخلی گفتيم

؛ پس: y P c= -  
 JK BC BJ CK c= - + = - - + -( ) a (P P c)  
 = + - = + - + + = -(a c) P ( ) ( )2 2 2a c a b c c b  
JK رسيديم، اما اگر شكل را طوری بكشيم  c b= - ، به c b> چون در شكل ما
. JK b c= -| | b می رسيم. پس در حالت كلی می گوييم c- ، به b c> كه

اين سؤال كاملاً مشابه سؤال قبل است، اما با ادبيات پيچيده بيان شده!. ۲۳۴  .

بنا به آن چه سؤال گفته و با توجه به شكل، نقطۀ O محل همرسی نيمسازهای 
نقطۀ   J اگر  است؛ پس  آن  داخلی  محاطی  دايرۀ  مركز  و   ABC مثلث  داخلی 
تماس اين دايره با ضلع BC باشد، OJ بر BC عمود است؛ يعنی J تصوير قائم 
 C و B محل همرسی نيمسازهای خارجی دو زاويۀ ¢O O بر BC است و نقطۀ
و نيمساز داخلی زاويۀ A و مركز دايرۀ محاطی خارجی نظير ضلع BC است؛ 

دايره  اين  تماس  نقطۀ   K اگر  پس 
 BC بر   ¢O K باشد،  BC ضلع  با 
 ¢O عمود است، يعنی K تصوير قائم
بر BC است؛ پس JK تصوير قائم 

¢OO بر BC است. پاره خط
استفاده  قبل  سؤال  نتيجۀ  از  حالا 

می كنيم: 
 JK b c= - = - =| | | |7 5 2

2P در نظر . ۲۳۵ 2 و محيط مثلث ABC را ¢P محيط مثلث محيط مثلث AEF را
می گيريم. 

 AEF و در مثلث AD P a= - در درس نامه گفتيم كه در مثلث ABC داريم
 ¢ = -P P a AD؛ پس: P= ¢ داريم

 AEF مثلث  دو   ، EF BC كه آن  به خاطر 
دو  تشابه  نسبت  می دانيم  و  متشابه اند   ABC و 
برابر  آن ها  محيط های  نسبت  با  متشابه،  مثلث 
را   ¢ = -P P a تساوی طرف  دو  اگر  پس  است؛ 

 بر P تقسيم كنيم، داريم:

 ¢ = - = - =P
P

P a
P

a
P

k1 (نسبت تشابه)  

در دو مثلث متشابه AEF و ABC، نسبت EF به BC (�ه دو ضلع متناظرند) 
برابر با نسبت تشابه است:

 EF
BC

k x
a

a
P

x a
P
a= Þ = - Þ = -1 1( )  

؛ پس: P = + + =2 3 4

2
4 5/ a و = 3 داريم

 x = - ´ = - ´ = ´ =(
/
) ( )1

3

4 5
3 1

6

9
3

1

3
3 1  

شعاع . ۲۳۶ اگر  كه  كنيد  توجه  ابتدا 
كوچک دايرۀ  شعاع  و   OA R= 1 بزرگ دايرۀ 

از  رسم شده  مماس  طول  باشد،   OE R= 2
دايرۀ  بر  بزرگ،  دايرۀ  بر  واقع   A مانند  نقطه  هر 

 AE AF R R= = -
1

2

2

2 با برابر  كوچک، 
 است كه مقدار ثابتی است.

 ABC در مثلث BC از طرفی دايرۀ كوچک، دايرۀ محاطی خارجی نظير ضلع
است و طبق آن چه در درس نامه گفتيم طول مماس رسم شده از نقطۀ A بر آن 

ABC) است، پس مقدار P ثابت است؛ بنابراين محيط 
D

برابر با P (نصف محيط
2P هم مقدار ثابتی است، اما مساحت مثلث ثابت نيست. مثلاً در  مثلث، يعنی
شكل سؤال، هر چه B به E نزديک تر شود، C هم به A نزديک تر می شود و 

مساحت مثلث ABC به صفر نزديک تر می شود.
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از فرمول محاسبۀ شعاع دايرۀ محاطی خارجی استفاده می كنيم:. ۲۳۷  .

 P

S
r S

P bb
= + + =

=

ü
ý
ï

þï
Þ =

-
=

-
=

15 14 13
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84

84
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12  

می دانيم شعاع دايرۀ محاطی خارجی نظير می دانيم شعاع دايرۀ محاطی خارجی نظير . ۲۳۸
2P برابر  هر ضلع مثلث ABC، با مساحت S و محيط

است با:

         
r S

P a
r S

P b
r S

P ca b c=
-

=
-

=
-

, ,
 

 BC AC AB BC AC AB> > ¾ ®¾¾ - < - < -´ -( )1  

 +¾ ®¾ - < - < -P P BC P AC P AB  
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S
P a

S
P b

S
P c

 

 r r ra b c> >  

، آن گاه: a b c> > در حالت كلی در مثلث، ABC، اگر
 r r r ra b c> > >  

13؛ . ۲۳۹ 12 5
2 2 2= + چون است،  قائم الزاويه  مثلث،  اين  كه  كنيد  دقت   .

مثلث اين  در  و   S = ´ ´ =1

2
12 5 30 می شود مثلث  مساحت  پس 

 . P = + + =13 12 5

2
15

بزرگ ترين  بر  محاطی خارجی  دايرۀ  بزرگ ترين  كه  داديم  نشان  قبل  در سؤال 
می خواهيم: را   rc ما پس  است،  مماس  ديگر  ضلع  دو  امتداد  و  ضلع 

 r S
P cc =

-
=

-
=30

15 13
15  

مسئله . ۲۴۰ اطلاعات  به  توجه  با  را  شكل  ابتدا 
رسم می كنيم.

Ia روی نيمساز زاويۀ A قرار دارند. از طرفی چون  نقاط I و
خط المركزين دو دايره يعنیIIa بر BC عمود است، پس 
ارتفاع  هم  و  نيمساز  هم   AH پاره خط   ABC مثلث  در 

می باشد؛ پس مثلث ABC متساوی الساقين است.
 

كرد فرض  می توان   ABC مثلث  متساوی الساقين بودن  به  توجه  با 
نسبت  كه  آن جايی  از  بنابراين  می باشد؛   BC a= و  AB AC x= =

1 است، داريم: 5/ شعاع های دو دايره برابر

 r
r

S
P a
S
P

P
P a

a = Þ - = Þ
-

=1 5
3

2

3

2
/  

 Þ = - Þ =2 3 3 3P P a P a
P x x a

x x a a
= + +

¾ ®¾¾¾¾ + + =2

2
3  

 Þ + = Þ = Þ = =2 6 2 5
5

2
2 5x a a x a x

a
/  

2 برابر طول ضلع كوچک تر مثلث است. 5/ بنابراين طول ضلع بزرگ تر مثلث،
را كه در درس نامه ثابت كرديم درست است.. ۲۴۱

داريم باشد،   S مثلث  مساحت  اگر  كه  كنيد  دقت  درستی  اثبات  برای 

و  h S
bb =
2 ترتيب همين  به   ، h S

aa =
2 ديگر بيان  به  يا   S a ha= 1

2
.

 1 1 1

2 2 2 2h h h
a
S

b
S

c
S

a b c
Sa b c

+ - = + + = + + ؛ پس:  h S
cc =

2

 = = =2

2

1 1P
S S

P
r

 

 هم درست است، چون:

 1 1 1

2 2 2 2h h h
a
S

b
S

c
S

a b c
Sa b c

+ - = + - = + -  

 =
+ + -

= - = - =

-

=
( )a b c c

S
P c
S

P c
S S

P c
rc

2

2

2 2

2

1 1  

كه . ۲۴۲ چيزی  اولين 
است  اين  می فهميم  سؤال  از 
 ۱۳ مثلث  اين  وتر  طول  كه 
.13 5 12

2 2 2= + است، چون
مطلب دومی كه می فهميم اين 
است كه O مركز دايرۀ محاطی 

b است و مطلب سوم اين است كه  = 5 خارجی مماس بر ضلع كوچک يعنی
محاطی  دايرۀ  شعاع  همان  كوچک تر)  ضلع  از   O فاصلۀ  (يعنی  سؤال  خواستۀ 

b و امتدادهای دو ضلع ديگر است.  = 5 خارجی مماس بر ضلع

؛ پس: r S
P bb =

-
می دانيم

 
S AC S

P a b c

= Þ = ´ ´ =

= + + = + + =
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5 12 30
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30

15 5
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است . ۲۴۳ اين  كار  بهترين   
و  كنيم  بررسی  را  خاص  قائم الزاويۀ  مثلث  يک 

ببينيم به كدام گزينه می خورد.
 

 S bc P= = = + + =1

2
6

3 4 5

2
6,  

 r S
P a

r S
P ba b=

-
=

-
= =

-
=

-
=6

6 5
6

6

6 4
3, پس: 

a است. b+ r كه با توجه به گزينه ها، برابر با ra b+ = 9 داريم
 يک نكته در مورد دايره های محاطی خارجی مثلث قائم الزاويه بدانيد:

*نكته

در حالت كلی در مثلث قائم الزاويه، 
چهارضلعی رنگی در شكل مقابل مربع است؛ 

بنابراين: 
r Pa
¯

=

oU»  oÃÊº  ÂöId¶  â½oÄHj  ÌI÷{
 

  
مقابل  شكل  در  رنگی  چهارضلعی 

مربع است؛ بنابراين:

  
r P cb

b
¯

= -

  â¾µGI¤  Í±ò  oÃÊº  ÂöId¶  â½oÄHj  ÌI÷{
 

  
r را بخواهيم، داريم: ra b+ پس ما اگر

 r r Pa b+ = + - = - = + + - = +(P c) P c (a b c) c a b2  

مثلث داده شده متساوی الساقين است، پس دايرۀ محاطی داخلی، مثلث داده شده متساوی الساقين است، پس دايرۀ محاطی داخلی، . ۲۴۴
در وسط قاعده بر آن مماس است و كوچک ترين دايرۀ محاطی خارجی آن، دايرۀ 
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